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1. Gudermann, Theorie der Mod, - Funct, und der Mod.-Integer. $.1, 3 


1. 
T'heorie der Modular-Funetionen und der Modular- 


integrale. 
( Von Herro Dr. Gudermann zu Münster. ) 
FE‘ ———t 





Einleitung 
Allgemeiner Charakter der Potenzial-Functionen. 


gi 

Die Potenzial- Functionen, welche ich in einer frühern Schrift abge- 
handelt habe, erscheinen nur als besondere Formen der Modular - Func- 
tionen in weitester Bedeutung, und eine Folge dieses Verhältnisses ist 
die grofse Aehnlichkeit zwischen den beiden Hauptarten dieser periodi- 
schen Functionen; diese Aehnlichkeit muß nicht nur, um dem Gedicht- 
nisse zu Hülfe zu kommen, in der Bezeichnung berücksichtigt oder gel- 
tend gemacht, sondern überhaupt als ein Princip bei der Behandlung 
der Modular-Functionen betrachtet werden. Aus diesem Grunde werden 
wir zuerst den allgemeinen Charakter der Potenzial- Functionen ins Klare 
setzen, dann aber auch den allgemeinen Charakter der Modular - Functio- 
nen angeben, und ihn also jenem der besseren Unterscheidung wegen ge- 
genüberstellen. Hierin nehmen wir zugleich den Weg der Erfindung, wel- 
chen der unsterbliche Euler betrat, als er unbewufst den Grund zu der 
Theorie der Modular-Fuuctionen legte, welche durch die ruhmreichen Er- 
findungen von Legendre, Abel und Jacobi zu einem der wichtigsten Zweige 
der Mathematik erhoben worden ist. 

Sind zwei veränderliche Zahlen » und w, deren hyperbolische Si- 
nus x und y sein mögen, so beschaffen, dals ihre Summe v+w=u, de- 
ren hyperbolischer Sinus z sein mag, eine unveränderliche Gröfse ist, so 
wird der arithmetische Zusammenhang zwischen den beiden veränderlichen 
Gröfsen x und y durch eine rationale und symmetrische Gleichung de# 
zweiten Grades ausgedrückt, welche die charakteristische Gleichung der 
hyperbolischen Sinus genannt werden mag. Da nämlich w=u—v ist, 
so ist nach Theil I. $. 10. Eine = Sinw Cosv — Cosu Sinv, oder 
y=zyA1+r)—rv( +2°), also v+evi+FP)’=z’(1+7), und 


Crelle's Journal d. M. Bd. XVII. Hit. 1. 1 


2 
{ 

j 

” 

nn 





- 


E 1. Guvermaant, Theorir der Mod,- Funct. und? der Nod.- Integr: $.2, 


diese Gleiehung redueirt sich auf 

= +Nayy(i+)+y =, 
welche die charakteristische Gleichung der hyperbolischez Sinus ist; sie 
ist rational und vom zweiten Grade in Ansehung der beiden veriwder- 
lichen Grölsen x und y, auch ist sie symmetrisch, weil sie nicht geändert 
wird, wenn man darin & und y mit einander vertauscht. 

Für die cyklischen Smus z=sin®o und y=sinw erhält man in 
üäbnlicher Weise die Gleichung 

a +2ayyl-r)+y = 2, 
welche sich aber aus der vorigen herleiten läfst, indem man x: für r, 
yi für y und 22 für z setzt, und unter 2, wie im Nachfolgenden immer 
y—1i versteht. 

Was so eben in Ansehung der Sinus gezeigt worden ist, lälst sich 
auch leicht als richtig nachweisen in Ansehung der Eosinus, der Tangen- 
ten und Cotangenten; daher besteht der allgemeine Character der Poten- 
zial-Funetionen darin, dafs der arithmetische Zusammenhang unter zwei 
gleichnamigen Functionen, deren Argumente oder Arcus eine unveränder- 
liche Summe ausmachen, durch eine symmetrische und rationale Gleichung 
des zweiten Grades ausgedrückt werden kann. 


Zusatz. Setzt man in einer solchen Gleichung m+nxz für x 
und m-+-nry für y, und ordnet man dieselbe wieder nach den Potenzen 
von x und y, so bleibt sie vom zweiten Grade, auch ist sie dann: wieder 
symmetrisch in Ansehung der neuen Grölsen x und y, und bat die Form 


A@+y)+2B.2y+2C@+y+D= 0. 
$. 2. 

Das vorige allgemeine Theorem kann auch umgekehrt werden und 
heifst dann also: Wird der arithmetische Zusammenhang unter zwei 
gleichnamigen Functionen durch eine symmetrische Gleichung des zweiten 
Grades ausgedrückt, so sind diese entweder Potenzial - Functionen, deren 
veränderliche Arcus eine unveränderliche Summe ausmachen, oder sie 
sind arithmetische Formen des ersten Grades, welche aus solchen gleich- 
namigen Potenzial- Functionen, deren Arcus eine unveränderliche Summe 
ausmachen, in gleicher Weise gebildet sind. 

Nehmen wir z. B. die Gleichung 


+2zyvit)+Y=3, 





ee 
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welche in Ansehung der beiden veründerlichen Größen x und y aymme- 
trisch und vom zweiten Grade ist, und differenziiren wir dieselbe, wodurch 
wir, weil z unveränderlich sein soll, erhalten 


revd+R)ey+@trVdtD). tr = 0, 
ey ox 
z+yV(r:?) +yFeVur) 
so kann diese Differenzial- Gleichung leicht als eine separirte dargestellt 
werden; lösen wir nümlich die vorgelegte Gleichung nach x und y auf, 
wodurch wir 
y=zyl+r)—aey(i1+9), z=zy1it+P)—yyi+2), 
oder auch y+xzy(I+:)=zy(l+x) und c+yy(1+2) = zy (1--Yy’) 
erhalten, und substituiren wir diese Ausdrücke in der vorigen Differenzial- 
Gleichung, so verwandelt sie sich in 
OÖ 0x 16) En 
watt de yaatrn- 
und nach Theil I. $.18. ist das Integral dieser Gleichung 
Arc Sin (y) + Arc Sin (x) = const. 
Wir fügen noch ein Beispiel hinzu, iadem wir die symmetrische Gleichung 
st-y—z2.ıy = z 
behandeln, welche wegen des Productes x.y der beiden veränderlichen 
Größen x und y als eine Gleichung des zweiten Grades anzusehen ist. 
Geben wir jener Gleichung zuerst die Form 


ER: 
En 1+-xy? 


so erhalten wir durch Differenzüren auf der Stelle Oo=dy (1— x?) + dx d—y}), 
oder 


oder 








=(, 








0, 





oy 0x 
1—y? r 1— x? . 0, 


und das Integral dieser Gleichung ist Arc Tang(y) + Arc Tang (x) == const. 


Zusatz. Die allgemeinste Gleichung 
a +y)H2BßEyY+2YeryY)+I = 0 

verwandelt sich, wenn e=m-+nz' und y=m-+ny‘ subsituirt wird, in 
eine ähnliche Gleichung 

ur) + = 0, 
wenn zur Abkürzung gesetzt wird 
a=un, A=ßBn’, Ynlma+mß+Y, !=d+4my-+?Pm’+ 2 am; 

I # 
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wird nun m = rn 4, genommen, wodurch Y'’=0 und $' = I, 
wird, go hat man die einfachere characteristische Gleichung 

a (ya) +2B Ey 0 
für die beiden veränderlichen Gröfsen x’ und y’. Behandelt man diese 
Gleichung wie vorhin, so findet man die separirte Differenzial- Gleichung 

ey! Ox’ 

VIRZePZed] T VRR Zee I 

Wird nun r so bestimmt, dafs en = +1 wird, wodurch man erhält 


+. Tr. ) 


























am a+f 
N P?— a? ’ 
so erhält die vorige Differenzial-Gleichung eine von den drei Formen: 
oY o.x er q oy' 0x ur 
V(i—y’) nz V (i—x') 0, v(d+y”) + V(i+x) Ö 
oy' ar 








x 
Vet yvern”ı 
und das Integral ist also entweder arc sin (y‘) + arc sin (x) = const., oder 
ArcSin(y’) + Arc Sin (x) = const. oder ArcCos(y’)+ ArcCos(x’) = const. 
Hierbei wird vorausgesetzt, dals & nicht =O0 sei; ist &=0, so ist die 
Nachweisung noch einfacher, 


Erster Abschnitt. 
Allgemeiner Charakter der Modular-Functionen. 


$. 3 


Der allgemeine Charakter der Modular - Functionen besteht darin, 
dafs der arithmetische Zusammenhang unter zwei gleichnamigen solchen 
Functionen, deren Argumente eine unveränderliche Summe ausmachen, 
durch eine rationale und symmetrische Gleichung des vierlen Grades aus- 
gedrückt wird, die aber in Ansehung der einzelnen Functionen selbst 
nur vom zweiten Grade ist. 

Die allgemeinste Gleichung des vierten Grades zwischen den Grö- 
fsen z und y hat die Form: 
A+Bro+B'y+Ccy+D+DyY+Exy+Ecsy’+Feoy’+Gx 

+-@y’+Hoey+Hcsy+le+ly'=0; 
sie enthält die Potenzen 2°, y’, x* und y*, welche der Annahme gemäls 
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in ihr nicht vorkommen sollen; lassen wir aber die Glieder weg, welche 
diese Potenzen enthalten, so zieht sich die Gleichung zusammen auf: 
A+Bs+By+Czy+De+Dy+Exy+Eacy+Foy = 0, 
welche nur noch in Hinsicht auf das Glied F.x’y? vom vierten Grade ist, 
Soll diese Gleichung unverändert bleiben, wenn darin z mit y vertauscht 
wird, so muß B’=B, D'=D und E'=E sein und es kann daher 
die Gleichung also dargestellt werden: 
A+B(ca+y)+Czy+D@+y’)+Ecyc+y)+Feoy = 0. 

Die gefundene Gleichung hat noch eine überflüssige Allgemeinheit; 
sie palst nicht nur auf allgemeine Modular-Functionen selbst, sondern auch 
auf arithmetische Ausdrücke, welche aus gleichnamigen Modular- Functio- 
nen der Argumente v und w von unveränderlicher Summe 2 =v+w in 
gleicher Weise gebildet sind. 

In der charakteristischen Gleichung der hyperbolischen oder auch 
eyklischen Sinus wird kein Glied geändert, wenn man darin —xr für x 
und gleichzeitig —y für y setzt; wollen wir daher solche Functionen 
finden, welche, wie die genannten Potenzial-Functionen einen gleich gro- 
[sen aber entgegengesetzten Werth erhalten, wenn statt ihres Arguments 
ein gleich grolses entgegengesetztes genommen wird, so nehmen wir an, 
dafs die Grölsen A, B, C, D, E, F sich ebenfalls nicht ändern, wenn 
darin — x für 2, —y für y und —z für 2 gesetzt wird; da sich aber 
die Gleichung 

A+B(a+y)+C2y+D@+P)+Erylat+y)+Fay = 0, 
durch die angezeigte Aenderung verwandelt in 
A—B(z-+y)+Czy+D«+y)—Ery(ce+y)+Fıxy: = 0, 
so muls B=0 und E=0 sein, wenn die beiden Gleichungen überein- 
stimmen sollen, und wir haben also die einfachere Gleichung: 
A+Cxy+Da&+y)+ Fey 0, 
welche auf solche drei gleichnamige Modular-Functionen e=D(v), y= 
D(w) und z=P(v+w) = D(u) palst, welche mit den ceyklischen oder 
hyperbolischen Sinus Aehnlichkeit haben, nämlich mit ihrem Argumente 
zugleich verschwinden, und einen gleich grolsen negativen Werth erhal« 
ten, wenn statt ihres Arguments ein gleich grolses negatives genom- 
men wird. 

Da für vo=0 der Gleichung vw =u gemäß w = u, also 2—=0 

und y=z wird, so künnen wir die Form der vorigen Gleichung sogleich 
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noch näher bestimmen, indem wir darin =0O undy=3s (ode y= 
und 2=2) setzen, wodurch A=—Dz? gefunden wird. Wird dieser 
Werth substituirt, die Gleichung dann durch D dividirt, so erhält sie die Forn: 
yY”+-?2moy+e+nay?=3°, 

Das Glied nx’y’ ist das einzige in dieser Gleichung, welches wegen des 
Productes z°y’ von der vierten Dimension ist, und die Gleichung selbst 
ist aleo nur in Hinsicht darauf vom vierten Grade; fehlte dieses Glied 
und wäre also 2=0, so wäre die Gleichung yY„+-?2mey+2?=z? die 
charakteristische Gleichung der cyklischen oder hyperbolischen Sinus, wenn 
m eutweder = y(1— 2°) oder m=y(1-+-2°) wäre, und für andere Werthe 
von 22 lielse sich nun ein constanter Factor 7 finden, dergestalt, dals rz, 
ry und rz eyklische oder byperbolische Functionen wären. 

Zusatz. Die allgemeine Gleichung 4°+B’(e’+y)+C.r’'y' + 
D (= +y)+ Ey’ (@+y')+F'.x’’y'' =0 lälst sich durch die Sub- 
stitutionen 


ı _ p+1x “«_ ptgr 
x = ————- und y u 5 


Ii+-rx 
oder auch schon durch die Substitutionen <=p+ygz unddy’=p-+yy in 
eine ähnliche Gleichung 

A+B(c+y)+Czy+De+y)+Exy@aty) + Fey = 0 
umformen, und die drei ÜConstanten 9, 9, # im ersten oder die beiden 
Constanten > und g im zweiten Falle lassen sich dann so bestimmen, dals 
BR—=0 und E=VOV wird, wodurch die Gleichung die vorhin erwähnte 
einfachere Form erhält. 

$. 4. 

Wird die gefundene Gleichung +2 mrey+y’+nry’=z, in wel- 
cher e=Pv), y=P(w), z=Dlu) und v=v+w ist, differenziirt, indem 
man % und also auch £ als unveränderlich ansieht; so erhält man die Gleichung 

0x de OY N 

yfmxz-+nya? xz-my-tnxy? 
Um in dieser Gleichung die veränderlichen Grölsen zu trennen, löst man 
die ursprüngliche Gleichung nach z und y auf; hierdurch erhält man ohne 








alle Zweideutigkeit 
— mx+Y T[:? +(m? —1-+n:?)x? —nx*] 
1--nx? 


-my+ Ve Hm —1thnzt)yPony! 





yz= 


und 





1i-+ny? v 
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weil für 2=0 muß y=--z und für y=0 mus r=+2z werden. 
Die in diesen Formeln enthaltenen Wurzelausdrücke sind also: 


vatm —I+tn)e— ne) = ytmactnev 
vat+a—ıi+nz)y'—ny)= ce +tmy+ney‘, 


und werden sie in der obigen Differenzial- Gleichung substituirt, so ver- 
wandelt sie sich in die separirte 

02, N oY 2 

V[::+(m?--1+n:?)2® —nx®] g V [?+(m?—1+n:2)y? —ny*] 


Die biquadratische Form 


r R 
+ (m’—1-+nz’)e—nz’ oder (1 + SIEN um & .2*) 


u. N) . 
z? z’ 


und 














kann leicht in zwei quadratische Factoren (reelle oder imaginäre) zerfällt 
werden; setzt man aber 

+ m—1+n:)e’— nz 
so ist auch 

rm —1+n)y’—ny’ = z’(l-+pyY’)(i+ygY’), 
und die Differenzial- Gleichung verwandelt sich in 

0x 6 oY > 

vid+rz)d+ger),  VIA+Rr)Urgr)] 
Multiplicirt man diese Gleichung mit einem noch näher zu bestimmenden 
constanten Factor 9, und setzt man 


z(1+par)(i+gR), 


== (. 














FR g0x 
’ =), V[iı+px?)(t+gx?)]’ 
1 m == 807 
. „ VYLA+PpyY?)(i+gy?)]? 
£0z 





4 ui vid+p=’)(4+g:’)l’ 
so ist die Differenzial -Gleichung dev+dw=0 und ihr Integral 
2, vw = const., 
Jie Summe w der Argumente v und « ist also unveränderlich. 


Aus der Zerfällung der biquadratischen Formen geht aber hervor, (dafs 


m’—1-tn:? 
p+t9= = und pgy=—- 


z? 





ist, und diese Gleichungen dienen zur Berechnung von p und 4, wenn m 

und nr gegeben sind; man findet aber aus ihnen rückwärts 
n=—pg und m= yl[(+ps)\(1+942?)], 

und hiernach sind die beiden Constanten m und 2 durch zwei neue p und 
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q ersetzt, welche einer beliebigen Bestimmung fähig sind; es darf nur 
keine derselben =0 gesetzt werden, weil sonst 2 =0 wäre, und man 
also auf die cyklischen oder hyperbolischen Sinus zurückkommen würde; 
ferner dürfen auch > und g sich nicht gleich sein, weil die Differenzial- 
Gleichung dann die einfache Gestalt 
0x “ oY 
i+px* ° 1-+py? 

bekommen würde, deren Integral entweder arc tang(xy p)-+arc tang(yyp) 
= const., oder ArcZang (ey —p) + ArcTang(yyY—p) = const. sein würde, 
je nachdem 7 positiv oder negativ wäre. 

Durch die gefundenen Werthe von m und n verwandelt sich die 
charakteristische Gleichung in 

3. +r2eyyvlit>zAArHgN Hr = FllHpgary), 
und ihre Auflösungen nach x und y sind nun 


zV [+py)A+gr I —rVTA+r:2?) (14 g:?)] 
1— pqy’z’ 


zy [i+px=*)i+gx?)] — xzYV [({+p:’)(1+g:z?°)] 


1—pqx?z? 

Der Factor 9, welcher in den Integralen (1.) vorkommt, kommt 
in den Gleichungen (3.) und (4.) nicht vor; die Ursache hiervon ist, dals 
in der Gleichung v-w= u die Verhältnisse ihrer drei Glieder zu einan- 
der nicht geändert werden, wenn man diese Gleichung mit einem con- 
stanten Factor multiplicirt, oder sie dadurch dividirt. 

Könnte man die angezeigten Integrationen vollführen, so würde © 
als eine Function von x, w als eine Function von y und % als eine Func- 
tion von z dargestellt werden; durch Umkehrung dieser Gleichungen würde 
man dann zu den gesuchten Ausdrücken 

==P), y=P(w) ud z=P(u) 
gelangen: diese Functionen werden aber wie die cyklischen und hyper- 
bolischen Sious (und Tangenten) so beschaffen sein, dafs ist 


PO)=0 md Po)=—P(-+v). 


== 0 








x = N) 


4. 





y = 


$. 5 
Durch die Formeln (4.) im $. 4. ist der Zusammenhang zwischen 
den drei gleichnamigen Functionen 7, Y, & dergestalt ausgedrückt, dals 
man x aus y und z, wie auch y aus x und s berechnen kann, da die 
beiden Constauten ? und g als gegeben betrachtet werden. Es entsteht 
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nun die Frage, wie umgekehrt die Function z aus x und y berechnet 
werden könne. Schafft man in den Gleichungen (4.) die Nenner weg, 
und multiplieirt man dann die erste Gleichung mit x, die zweite aber mit 
y, so erbält man, wenn die eine Gleichung von der anderen subtrahirt 
wird, die Formel 





er 
U mn 


m yı— ar 
VIEH) AFge I -eVIHp N Hg]? 
in welcher wir aber den Nenner noch rational machen wollen, indem wir die 
beiden Glieder des Bruches mit yy [(Ii+px nn vIA+py’Ai+gy)] 
multipliciren; der neue Nenner wird dann , dp a) 1 + gr) — 
x (1-Hpy*)(14-gy”), oder nach einer leichten Reduction (y’—a’) I—pgr?y?); 
daher haben wir 


57 





— IV AHA HEY THF UF], 











1— pgx?y? 
Y Aus den Formeln (4.) und (5.) leiten wir noch andere her. Man findet 
} 1px’ = 
| a a ae ter reihe”) 





und dieser Bruch ist ein vollkommenes Quadrat; zieht man die Wurzel 


aus, so erhält man 

6. YAM) = vV Md+p:?)X Aare tr: Atayd]), 
Das Ausziehen der Quadratwurzel bringt zwar eine Zweideutigkeit mit 
sich, aber diese kann leicht gehoben werden; da nümlich für y= 0 muls 
x=z werden, so erhellet die Richtigkeit der angegebenen Formel, Eben 


so findet man noch 





VId+gz)i4+gy2)]— gy=zV [U+p:2)d-+py 2 




















7... vdarge) = sp 

8. yütpy) = Alter hen lee: os EIEOT FEN 
9 Yüsy)= Years] ges V Ihrer Jd+p=9] 
10. vü+p2?) = 2 
1. vrge) = YHredUtarilteerVhredtiher 


Aus den vorstehenden Formeln leiten wir noch einige andere her, nämlich 
Crell:’s Journal d. M. Bd. XVII. HR. 1 2 


? Eu 
D 
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12. vage) tgyzv(i4pe) = vii+gP)l+oy)], 

13. vA+pa)tpysVv(iirge) = vYlli+p=)(1+py°)], 

14. vAatgay’)tgesv(itpy?) = vlIA+g)i14+g4R)], 

15. viatpy’)tresvit+gy) = vltrS)(t+pR)], 

16. via+gS)—geyv(i+p:) vIi-+gz’)(i+gy’)]; 

17. viü+pi)—pxyv(i+gr) = vli+pe’)(1+py?)]. 
Multiplicirt man die Gleichung (12.) mit Y(1-+px°) und (13.) mit Y(1-+yx°), 
so erhält man durch das Subtrahiren der einen Gleichung von der ande- 
ren noch 
18. VIAH+INUHN AHV TIHPIAUHD IH = 
und eben so 
19. VICHGHAHAHII—VIAHIUHP AH Sg Pr: 
20. VIA HH HPE —VIAHreAHPN AH = (PNrY- 
In ähnlicher Weise erhält man auch noch die folgende merkwürdige Relation 
21. rt ++ vr IH HIHI] = P—4- 
Die Menge dieser Gleichungen lielse sich leicht noch ansehnlich vermeh- 


ren; wir werden aber weiter unten die noch fehlenden Relationen auf 
eine bequemere Weise herleiten. 


$. 6. 


Cyklische Modular -Functionen überhaupt. 


Der durch die Formeln (3.) bis (21.) ausgedrückte Zusammenhang 
unter den drei Functionen x, y, x der Argumente v, w, u, welche durch 
die Bedingung v+w= u mit einander verbunden sind, ist von ziemlich 
einfacher Beschaffenheit; weit verwickelter ist aber der Zusammenhang 
zwischen einer solchen Function und ihrem Argumente, nnd also die 
Natur der Function selbst, welche durch die Integral-Formel 

ne 
I Year) Hg)] 
ausgedrückt wird. Dieser Zusammenhang zwischen 2 und u hängt we- 
sentlich von den beiden unbestimmten Constanten » und g ab, welche 








nur der Einschränkung unterworfen wurden, dafs sie ungleich sein sollen 


und keine derselben =0O sei. Die Gröfsen p und g können übrigens reell 
und imaginär sein und im letzten Falle ist py= «—Pi, wenn g=a+ßi 
ist (und unter 2 verstanden wird y—1), weil das Product (14+»2°)(1+ 42°) 
selbst reell sein soll. 
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Nehmen wir vorläufig au, dals » und g beide reell sein sollen, so 
müssen noch, insofern diese Zahlen positiv oder auch negativ sein können, 
vier verschiedene Fälle unterschieden werden; wir unterscheiden aber, um 
der allzugrofsen Vielförmigkeit zu begegnen, demungeachtet vorläufig nur 
zwei Fülle, nämlich die beiden, in welchen p und 4 entweder beide ne-= 
gativ oder beide positiv sind, weil wir die beiden noch übrigen Fälle aul 
die vorhin genannten später zurückzuführen gesonnen sind, 

Nehmen wir zuerst an, dals p und 4 beide negativ und p>y sei, 
so haben wir die Formel 





ef 
—/, VIA-pR)1—-g2%)]° 


/3 
wenn wir —p und —g für p und g setzen. Führen wir eine neue ver« 


änderliche Gröfse ? ein, welche durch die Gleichung 2=zyp bestimmt 
ist, so ist für z= 0 auch ?=0; ferner ist öz —= Ri. und also 
r p .. 





de een 


Diese Formel wird am einfachsten, wenn 9=yp genommen wird; aue 


’ 


[serdem ist der Bruch positiv und <(1; setzen wir daher „=k, 
so haben wir die Formel 





” = rien] 
in welcher nur noch eine einzige Constante k vorkommt, welche zwischen 
den Grenzen O und +1 enthalten ist und welche wir den Modul nen« 
nen. age Formel finden wir, wenn wir in der ursprünglichen setzen 
z_t, p=—1l und g= —ÄA. Wäre k=0, so wäre 


de [og ar sin (2), und also ?=sinz; wäre aber k=1, so wäre 
fir 





u =/& 5 = Arc Tang (Ö), und also E=Tangu oder auch = sin/u 


nach Theil I, $. 37.; hieraus schlielst man, dafs, wenn der Modul k zwi- 
schen den Grenzen O und 1 enthalten ist, die Function t zwischen den 
Grenzen sinu und sinlu und also überhaupt zwischen zwei cyklischen 
Sinus enthalten sei. 

Äus diesem Grunde nennen wir, wenn der Zusammenhang zwischen 


” . t .. . 
{ und & durch die Gleichung u = [ vız® nz en) ausgedrückt ist, 
L ı) 7 Zu . * | 





oR 
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t den eyklischen Modulur- Sinus des Argumentes % für den Modul %, 


v(i—f) den cyklischen Modular-Cosinus und 





een die cyklische 
Modular - Tangente des Argumentes % für den Modul A. Zu diesen drei 
cyklischen Modular-Funetionen kommt noch eine vierte, nämlich Y(1—A?P), 
welche wir die cyklische Differente des Argumentes % für den Modul % 
nennen, weil sich in ihrem Vorhandensein die cyklischen Modular - Func= 
tionen von den gewöhnlichen eyklischen Functionen am auffallendsten un- 
terscheiden, Die Bezeichnung stellen wir also fest: 


2 t An 

{= sn u, vi—t)=cenu, Van, tun, vi—/’P)=dnu. 
Die vier cyklischen Modular-Functionen snz, en%, tnaz, dn% 

sind nicht blols Funetionen des Argumentes %, sondern auch Functionen 

des Moduls %, welcher zwischen den Grenzen Null und Eins enthalten ist, 

und daher als der eyklische Sinus eines Arcus 9 gedacht werden kann; 


setzen wir aber 


a k 
k=sind, AK=cost, 7 = tang}, 


so ist A —=1, und der Winkel 9 heifst der Winkel oder der Arcus 
des Moduls. Da auch %’ zwischen den Grenzen Null und Eins enthalten 
ist, so kann auch A’ als ein Modul cyklischer Modular-Functionen vorge- 
stellt werden; vertauschen wir aber X mit A‘, so vertauschen wir snz mit 
sn’z, cn“ mit cn’, taw mit to’« und da z mit dn’w. Die durch die 
Gleichung A + %‘? =1 mit einander verbundenen Modul nennen wir den 


einen den conjugirten des andern; ist 9 der Arcus des Moduls %, so ist 


— 9 der Arcus des conjugirten Moduls A’. 


> 
a 


%. 7. 


Der Zusammenhang zwischen den vier auf dasselbe Argument 
und auf denselben Modul % bezogenen Functionen sn%4, cn, tn“, dnz 
wird ausgedrückt durch die Formeln 








Q 2 ie . sn z 
snz-+t onvu=], nu= ——; 
1 
B Bi 5 
cnoU = yi—sn u), 1-Ftn . ene cn? u? 
1-+t0?u __ 1 








snu = y(l—cn’u), 


tn? u — sn? 4? 
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dnu = y(l—Ksn’u)=y(k"+Kkcen’u) =y(enu+ kan’), 
[4 %2 in? u 
1--tn? u , 
a Ve u 
Dem $. 4. gemüls ist 
snd(—u = — sn u, 





dnzu = 





also 
en (—%) = env, tn (—u) = —tnu, dn (—u) = dn w. 


Wird das Argument u=0 gesetzt, so ist 
ss0=0, oand=1, thr9=0, dad =1. 

Nach $. 6. ist sn® zwischen den Grenzen sin und sin! enthalten, und 
da lZu<u, also auch sin !u<<sin« ist, so ist immer 
sinu>snu>sinlu, also cosu<enu<cos/u, tangu> tnu>tang lu. 
Wird also das Argument % nicht verändert, der Modul k dagegen vergrö- 
[sert, so verkleinert sich sn und tnw, aber cn% vergrülsert sich , wie 
auch dn «. 

| 8. 


Erste Differenziale der eyklischen Modular - Functionen, 


Wenn wir in der Formel du= 7— a: rs für tden Werth 





Osnu 
enu dau 


1. Osnz = cnaxdnu.dw. 


‚ oder auch 





sn z an die Stelle setzen, so haben wir du = 


Differenziiren wir die Gleichung sn’w-+cen’u = 1, so entsteht snuw dsn« 
+ enwödcnu=0, und wird für dsnw der vorher gefundene Werth sub- 
stituirt, so entsteht sofort die Formel 

2. denu = —sn% dnw.du. 








nu. . dou(en?u4- sn? u).d 
Da ma =" ist, so ist dtnu— ML .: —_ 7, oder auch 
enu ca“ u 
d 
3. dtnue= —.du. 


cn? u" 
Aus do’ = 1—A’sn’u folgt dau.ddnu = — k’snu.dsnu und also 
4. Odnauvy= —Asnıwcenu.du 
Bei einer vorzunehmenden Umkehrung der Relation zwischen einer 
eyklischen Modular- Function und ihrem Argumente dient die folgende 
Bezeichnung: 
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It £= snw so ist umgekehrt wu = argsn/?). 
It £= enw so ist umgekehrt uw = arg en(l). 
It = tnw so ist umgekeht u —= aratn (Ü). 
It = dow so ist umgekehrt u = arg du (f). 


Wenden wir diese Bezeichnung an, und kehren wir die vorhin erhaltenen 
Differenzial- Formeln um, so haben wir: 














s a ot er ot 
- Bm Tr, Vüu-P)vü-rs) " J. vVli— (+2)? +%:11? 
N — 01 En — 01 
6. arg cn (£) =/ V(i—r1).VRk®tr:ır) =/ VR?rR OR?) ri]? 


er 9 un n. 
7. arg tn (2) =/ V(1+t:).V(l+ KR? 12) =/ V[1+(142R2)2? 4% +]? 

















8. aro dn (?) =/ - 2. - = / Zi ot : 
> ı VY(!—K?)Y(l—t) J/ı VYI-R"+I+R)e—1t) 
$. 9. 
Die Amplitude der cyklischen Modular - Functionen. 

Obgleich die cyklischen Modular - Functionen verschieden sind von 
den cyklischen Potenzial-Functionen, so können sie dennoch leicht auf 
diese zurückgeführt werden in Anwendung einer vermittelnden Function; 
da nämlich sn « zwischen den Greuzen sinw und sin / enthalten ist, so 
können wir sn u = sin® setzen, woraus folgt eon«®=cos® und tnx = 
tangQ. Den durch diese einfachen Gleichungen bestimmten Arcus ® nen- 
nen wir die Amplitude des Argumentes u für den Modul k, oder in Zeichen 

— — f 
O=amu und umgekehrt #=argam(P). 
Hiernach ist also 














1 sn uU = sın amı, tn u = tany am, 
: en 4 = 008 9m, dn u = y (1— k’ sin’ am“). 
BR i ti 14 . ® 

Weil bekanntlich P= — ou ’G Bu 2) ist, so ist also auch 

n = 1-+- ı tn 2)» 

2 ame = — log H were 

‚ z R l 
Da nach Theil I. $. 38. ist LO = Arc EN ®) = log yet a) 

ai SP u I+sinp __ 1+ tang Pi; . er ı ) ä 
. log 1— sig ns log eusg Bag log 1— taug3 rn = log tang 4 Jr = No ‚ so ist 


auch 








1— su u DO | — sıu D mu 


1-4- sn u cn u I-- suu 
3. Kama = XrcTang (sn v) = log bes 2 u == log — = log — 


en ee a a 
— loy tun! ( 4 - y aim u) . 
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Die Formel tang3 = YET) verwandelt sich in 





1-- cos p 
1— enu 1—cenu snu 
4. tanol amu = ver) zu um o 
che + cn u sn u 1+-cnu 
ot 





Die Formel u = verwandelt sich, wenn Z= sin” 


o V (i—t?) VIA— A?) 
gesetzt wird, also d£=cos®.oD, in 


ri op op 
5. arg am (®) =/ vü- k? sin? p) =/ V (cos? p+-k’? sin? p) 
oe op 








—n 


I, Vi? cos? p) : 


























. 1— , ? a . nn 009 2 — k3 k? h 2 
Da sn’ ® = 3 F ist, so ist YA— A sin?®) = V nn no 2) 
Setzt man nun 
_ıava a »_ 21422) 
k = 1+37° also k At? und 2 u fe = (+3): N 
so ist Y(l1—A’sin’®) = en, und also auch 
a (1+4).2p vun (1-+4).09 
6. arg am (®) =/ V(i+2% cos2p+ 7?) SER " V [+4 er) (1+ j} e=2Fi)] * 


Die in dieser Formel vorkommende Constante A hängt den Formeln 
A; 2V A Bine 1— 4 _i-—x an _. 2vy® 
Be NEE RE RES Erle 
gemäls von dem Modul % ab. Es ist auch A= VD m 5) 
Differenzirt man die Gleichung sin amw = snu, so entsteht 
cosama.damu = cnu dnudu, und da cosamu = cn% ist, so hat man: 





7. damu = dnuw.du. 
Da sin am zwischen den Grenzen sinz und sinlw enthalten ist, so ist 
auch am w zwischen den Grenzen % und /« enthalten, und da nach Theil I. 
8.48. ist /u<{u, so ist also 
8. u>amu>/u. 


Läfst man also das Argument % ungeändert und vergrölsert man den Mo- 
dul k, so nähert sich am % der Grenze !w und wird also kleiner. 


Setzt man in der Formel (5.) zuerst k=0, so hat man arg am(®) 


— f o®—=DP; setzt man aber k=1, so hat man arg am(®) = 29 


I. J, ecosp 
—%®, nach Theil I. $. 46.; wenn also A zwischen den Grenzen O und 1 


enthalten ist, so ist arg am(®) zwischen den Grenzen ® und &® enthal- 
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ten, und weil £O>>® nach Theil I. $. 48. ist, so ist also 

9. PB<oargam(P)<Rd. 
Lälst man also die Amplitude ungeändert und vergrölsert man den Modul 
k, so nähert sich arg am(®) der Grenze £®, und wird also ebenfalls gröfßser. 


$. 10, 


Die beiden conjugirten Modular - Quadranten. 


Der Modular-Sinus sn wächst mit dem Argumente % zugleich 
von Null an, aber nur bis zu einer gewissen Grenze; er ist dann =1, 
und wird das Argument u noch vergröfsert, so verkleinert sich sein Mo- 
dular-Sinus wieder, Der kleinste Werth des Argumentes z, dessen Mo- 
dular-Sinus = 1 ist, heilse der dem Modul % zugehörige Modular - Qua- 
drant, und werde durch K bezeichnet. Es ist also 

sok=1, anA=0, tbAÄ=4, duK=y(1—R)=%k' und 


Pd st GT > 
amä=—, oder argam (2) = Mi. 
Hiernach ist also 
TE 
D zZ 
ot - c 
oder K = P 








R 1 

K =/ vVi—t)VY(1—k?i)? vo V(l—k:sin2p) * 
Der Modular-Quadrant ist also eine Function des Moduls, und hängt von keiner 
zweiten Gröfse ab. Da nach $. 9. ist P<Zargam(P)<XD, so ist also 


auch, wenn D = 7 gesetzt wird, 
sc sc 
are R Bo 
2 <_ <X_ 2 ® 


Es ist bekanntlich 8 unendlich, der Modular- Quadrant K wächst also 
ohne Ende mit seinem Modul A, und ist unendlich grols, wenn der Mo- 
dul A=1 ist; der kleinste Werth des Modular- Quadranten ist nicht Null, 
sondern > oder der eyklische Quadrant; hiernach ist also immer 3ER 
ein ächter Bruch, welcher beim Wachsen des Moduls % von Eins an ohne 
Ende abnimmt und = 0 ist, wenn k=1 wird. 

Zum conjugirten Modul A’ gehört auch ein Modular-Quadrant X’, 
welcher eben so von A’ abhängt, wie X vom Modul %, und die beiden 


Ouadranten K und K’ nennen wir conjugirte Quadranten. Der Quadrant 
K’ ist grölser als X, wenn der Modul Ak’ grölser als % ist. Es ist über- 


k 
„= tang) setzen, 


haupt, wenn wir wieder 
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E=0 fer £ 0, ode 9 =0, 


K 2 

K 1 fü k 1 1 n 45° 

ww < ur 7 < 1, oder 9, 

= —1 für 7 ou 1, oe 9 = 49, 
” k e() 

r>1 für > 1, ode 9 >45, 
.. k y 

= =; fr —=b ode G= MW, 


. sc 8 >, ne. 2 50a ee 
Setzen wir 5, =n und z7; —=y, so ist „=ıK=ı'K'; die Größen ; 


und n’ nennen wir die beiden einfachen Quadranten- Verhältnisse, und 
ER sa | ur 

da RX, st, so nennen wir „7, das dem Modul k zugehörige zusum- 

mengesetzte Quudranten- Verhältnifs. 


&. 11. 


Ausdrücke für die eyklischen Modular-Functionen eines Binoms, 


Nach $.6. hat man in den Formeln des $. 4. und 8.5. nur y=—I1 
und 4=—Ä? zu setzen, wenn 2, y, 2 Modular-Sinus dreier Argumente 
e, b, a+-b vorstellen sollen, wovon die beiden ersten so grofs sind, als 


das dritte allein. Hiernach erhalten wir also die Formeln 
snaenbdob+snb cnadna 
sn (@ + 5) Pan 1 — k?:su? asn?b I 


F enaenbdnb-—snbenadna 


sn(a—b) = 


wovon die zweite auch sogleich aus der ersten hergeleitet werden kann, 
Für die Modular-Cosinus erhält man 











1— ki sn?aso?b 


indem man nur —D für D setzt. 


eben so 
enaenb—snasnd dua dnb 








en(a+b) = rc nsnn 
2 1— k?su?asn?b 
an © 

en(a—b) __ enaenb-+snasubdna dub 
\ ne 1— k?:sn?®asn?b ‚® 


Man kann jene und diese Formeln auch also darstellen 
ena enb (tnadob+tndb dna) 








vn (at b) . 1 — k?sn? a su?b ’ 
_.  wnaenb(li+tnadndbtubdna) 
on(at2) = 1— k? sn? a so? b d 


und erhält hieraus durch Division: 
Crolie’s Jonswal d. M. Bd. XVII. Hf.l. 
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ina dab tn Dina 
L—tnadub.tnddna’ 

tıtadob — tnb dua 
1+toadod.twbdaa” 


Für die Differenten hat man die Formeln 


duadnb—k?snasnb enacnb 
dn(a-5) = 1— k? sn? asn?b , 


ww 5 dn adnb+ k? su a subena enb 
( n U be 7, — 1.2 j 2 u 2 = 
1—k?su? asn?b 


Auf ähnliche Art oder auch durch Zusammensetzung aus den vorstehen- 





tn(a db) = 
3. 


’ 


tn(a— lb) = 











4. 





den erhält man 
snamb+snbenadu(a+5) __ suaendbdu(a+b) + sub ena 















































\ sn (& - b) = do h — du a bi} 
; _., snaenb—snb ena du(@— b) __ suaenb du (a—b)—snb en a, 
sn(a—b) = dub r dn a ‚ 
snadnb+subdnaen(a-+b) sna dub en (a-+5) + and dna 
2 sn(a +5) = en b ua, ena ’ 
b. . sn a du@« — snb dna en(@a—b) u snadubem(a— b)—snbdna, 
sn (4—b) = enb ns cua ’ 
en(a+b5b) = enacndb—snasnddn(a+Ö), 
T. en(a—b) = enuwend +snasnddn(a—b); 
dn(a+Öb) = dn«dnd— A’snasnben(a+Öb), 
j dn(a—b) = duadud + A’snasudben(« —b); 
| dna—k?”enasaobsu(a-b) __ dab—k?enb suası (a4) 
dn(a+ )=- dub ar du a ’ 
I } doa+tk?’emasnbsn(a—db) _ dub— k?enbsnasn (a— b), 
dn(a—b) = db u du a 
| ‚ ] ecoa—doasuobsn(a+b) __ enb—dudsua en(a+b) 
\ en(a+b) = cu b er ena ’ 
10. enatdnasubsn(a—b) __ enb—dubsuası(a —b) 








on (4 u b) ni en b ug eu 


ET Pr 


Zu diesen Formeln fügen wir noch 
| enacndb du(a+ 5) — dna dnoden(a+b) = k’"snasnd, 
11. !dnadndben(a—b)—cenacendbdn(a—b) = AK’”’snasnd. 
dna dnd dn(@« +b)— k’enaendben(@a-+b) = &k'?, 
12. \doadnddua(a —b)— Konamdanla—b)= Kk”, 
Die Formeln (1.) bis (4.) können und müssen auch noch in ande- 
ren Formen dargestellt werden, welche weiter unten werden hergeleitet 


werden. 





DD 
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\p 12. 
Ausdrock für die eyklische Amplitude eines Binoms, 


Setzt man in den Formeln (3.) tnadnd = tangz und tnd dn« 
tang @ + tang ßB 


1— fang. tangß ? 
== tang(a-+ß), und da tn(a +2) = tangam (a-+b) ist, so ist also 
tangam(a +5) =tang (aß) oder einfacher am(a+b)=«a+P. Eben so 
findet man am(a—d) = u—P, und da u = are tang(tn«a dndb), ferner 
ß = arc tang(tnd dn«) ist, so hat man die Formein 





—= tangß, so erhält man tn(a-+L) = oder tn («+ 5) 





























13 am (a--b) = arctang(tna dn b)-- arctang(tnd dn«) und 
, am (4a—b) = arc tang(tna dn b)— are tang(tnd dn «) 
2 D) am (a — s -L dB) — am(a—b) i 
Da m(a-+- + ım (a —b) en a un (a-}- = au ist, so hat man 
noch 
( b) € —b 
tina dnd = tang |" Er en je ] und 
14. 
‘ BD) —: —— bi 
RE VER tang im (a— on ım (a |; 
\ 2 
Setzt man b=.a, so erhält man noch die specielle Formel 
tina dna = tang} am?a. 
. __snadnb s FR sn adab 
Aus der Formel tanga =tna dnd = —a folgt sina= Vlatatantadar) 
und cosd = Tat -.. dar)’ da aber en’«a = 1—sn’«s und dna’db = 


1—k"sn’b ist, so reducirt sich der Ausdruck en?’#«-+-sn’« dn’d5 auf 
1—A’sn’asn?’b und es ist also 


an ni soa dnb ale ena 
— YVAl— kr sn? as b)?’ = TTV Il— k?sn?a sn?d) * 


Ganz eben so, oder durch blofse Vertauschung der Buchstaben « und % 


erhält man 


inß Zn snb dna cosß A end 
. —— yYıl—ktsn?asn?b)? TV (I—Kk? sn? a su®b)” 














Die zweite der Formeln (13.) giebt, wenn ?=u gesetzt wird, 


amo = () 
Ferner erhält man am («a —b) = —am(b—.a), oder, wenn man a—b=u 
setzt, 
am (—u) = — amu. 


z# 
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$. 13. 
Die eyklischen Modular-Funetionen und die Amplitude des Complements. 
Zweite Art von Formeln für die Functionen eines Binonms, 
Setzt man in den Formeln für sn(«— 5), en(@a—D), tn(a—b) und 
da(a—b) des $. 11. das Argument «= K und db=u, so erhält man, 
weilnun sna=1, ena=0O und dna= Ä’ ist, auf der Stelle die Ausdrücke 











in en u 1 
K— = nn Ei 
“ sn (K— u) = m tn(K— u) Pr 
j n{K Par k’snu dn(K ic 
on(A—u) = u n(A—u)= Z 


welche so häufig zur Anwendung kommen, dafs sie sich fast von selbst 
dem Gedächtnisse einprägen werden. Die Formel für am(@«—D) im $.12. 


giebt, da arctang(tn@dnd) nun > ist, 








am(K—ıu) = > — arctang(k’tnzx), oder 
16. am(K—ıo) = — — are sin (=*) oder 

am(kK—ıu) = r — arc cos (X), 
Das Argument K— u nennen wir das Complement des Arcus %, und we- 
gen des häufigen Gebrauches der Functionen des Complementes führen 
wir die folgende abkürzende Bezeichnung ein: 

ame = am(AÄ—ıu), 

sncu = sinameu = sn(K—u), 

cneu = cosamcu = an(K— u), 

tneu = tangamcu = tnu(K— u), 

dncu = dn(k— a). 


Da nun auch « das Complement von K—u ist, so ist 











u cn u 
SUOE = dnu ? 
= k’sou 
cum ——; 
17. 
uU 
{ne k’tnu ? 
E 
dncuU = 
dou ? 


woraus wir noch zusammensetzen tnc“ dncu = 











ent u u 
SnU= folglich sne(—%) = sncuw, 
k’sucu . 
zu 0 — = 
mu...’ folglich cenc(— %) enc u, 
nu 0, folglich tnce(— vu) = —tnew, 
k’ * ” 
dnu=-- ; folglich dne(— &) = dncz, 





.e Wir machen von 


tn u. do u 
den vorstehenden Formeln schon jetzt Gebrauch. Setzt man in der Formel 
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snaenbdnb — end cna dna 
1— k? sn? a su?b 


wandelt sich a—b5 in K—(a+b), und es ist also zunächst sno(a + 5) 


snca enb dnb — snd enca dıca 


für #4 an die Stelle K —a, so ver» 





sn (a—D) = 





nn gear ar e Der Zähler dieses Bruches ist einerlei mit 














ena end dab k’?snbsna . . R .. dna?a—k?”tn?a su? b 
— ,„ und der Nenner ist einerlei mit - 
dna do? a dn? a 
dn? a dn? LH KR? X’? sn?a su?b a ’ 
—— en R folelich ist 
dn? a Oo 


enadnacnb dnb— kK’?snbsna 


Bm. (@ b) .- don? a dn 2? dp %2 k'?2sn?asn?b ? 








18. 


enadna enb dn b-1-K’? sıbsna 
‘ « ‘ ‘ e 
du? adu? b--k? k'?sn?:a sn? 





sne(a—b) = 


eneaenb + sucadncasnb dan 
, 





Für die Cosinus hat man die Formel enc(«-+b) = a 
— KK  & > 


k’ (sna dna enb-Hen a sub dn >) 


der Zähler dieses Bruches reducirt sich auf - 
G 


folglich ist 





y 


f snadnacob+snb dub ena 
"do? adn?b-+-k?k'?su? a@su?b 

PA snadna enb —snb dub ena 
"do? adu?s-+x2 k'2su? asn?b" 


und 





enc(@4-+b) 


ene(a—b) = 


19. 





Aus diesen und den vorigen Formeln erhält man durch Division 





enadaacenbdnb —k’?suasıb 
tne(a+2) k’(suadoacnb—+snb dodcna)? 
enaduaenbdeb—+ k'?snasndb 
k’(soa dna end — snb dub cua)” 


20. 
tn c(a— b) 2 





Für die Differenten haben wir zunüchst 


dne(a+D) = 


doca du5-+-X?snca enca sndb enb 
1 — k? snc? asn?b 


k’(dnadnb+-k?snacnasndbenb) 
dn? a 





9 








und da sich der Zähler reducirt auf ‚80 er= 


hält man 

kK(dnadnb--k?snacna snb nd) 
dn? a dn?b-H-k? k'?2 sn? a sn?b . 

k’(dnadnb —k?snacnasnbenb) 
du? a dn?b-F-k? k’? sn? a sn?b 


dnc(a+b) = 





21. 





dne(a— 5) = 


CE U 


Da snu= -— ist, 80 erhalten wir noch, indem wir «+5 für x setzen 
1 





und die gefundenen Ausdrücke substituiren, 





iv 
in 


Mod. - Funct. 


Gudermonn, Theorie der 


N 


sna dnaenb-snbdubena 





sn(a+-b) = 


w 
iv 


snadnacob—snbdoadb wma 





sn(a—b)= —— dnadnb— k?: su asnb euacnb 


k'sne (a - b) 


Da en(@a+b)= dne(a+D) 





ena dnaenb dub — k’? sna su Bi... 


(m Kom ei 
en(@+ b) dnadub—+-k*snacnasnb ad 





23. 


en (a—b) = 





Weiter ist für die Tangenten 
. snadnaenb—+-snb dab ena 


und der Blod.- Integer. 





8.14. 


sn a such 4 snb saca 





doadnd+k?:snasnbenaenb RC 


ist, so erhalten wir 


1-+-k?sna sn b suca sncb ? 


sua snıch — sn b snea 





Or u — k?su a sıb soca such?’ 


en a cn b— enea ceneb 





enadaaenbdnb+ k?snasnb 


dnadub— k? spacna snb cab 








24. 


snadnaenb—snb dab ena 





tn(a—l) = 


ecoadoa end dnb —k':snasınb 


cu adoacnd du b+ k’?snasub 





; 
14; enacnbenca ench 
ena enb-+enc a ne b 
k? : 
; OR 7) ena enb enca eneb 


itnadna + tab dndb 


dn a dub — k'?tnatnb? 





tna dna—tnd dab 
dua dnd uw k*?2tnatudb" 





Die Formeln (21.) können endlich auch also dargestellt werden: 
dn? a du? b-- Ak? k’? sn?a su?b 





25. 


f ae zu 
\ du Sa > b) —— deadndb -+-k?snasndb na cub ’ 





| dn(a— 2) — du? adu? b+-K? % ? sn? a sn” b 


do a dnb — k?sna sub ena end" 


Dals die Formeln (22.)— (25.) mit den Formeln (1.)—(4.) übereiustim- 


men, 


überzeugen. 


$. 14. 
Die Formeln (17.) können, 
auch also dargesellt werden: 


en > ) 
| K 2 ’ 
sn (5 rt 
dn (> —ı) 
2 
K 
k’ sn (z — u) 
3 
dn u 


_ 





-h u) _— 





K 
CD (— 4 u) 


r 


dn (5 + 2) 


davon kann man sich auch leicht durch ihre wirkliche Umformung 


. K ”. 
wenn man darin — —ı für setzt, 


‘ 
.. 





X \ 1 
{in (> + u) = — 


K ’ 
I’ tu (3 —ı) 
71 


da (> —_ .) 


n 





s I 
Ist also ein Argument grölser als — und kleiner als K, so kön- 


= 


nen die Functionen jenes Argumentes den vorstehenden Formeln gemäls, 


leicht aus den Functionen eitres Argumentes berechnet werden, welches 
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® . - K . 0. . 
um eben soviel kleiner ist als ——, wie das gegebene Argument grölser ist 


K .. 2 r i 
als —. Wir werden bald sehen, dafs überhaupt, wenn die Functionen 


rn 


aller Argumente, welche nicht grölser als = sind, für einen gegebenen 
Modul % bereits berechnet worden sind, daraus die Functionen beliebig 
grolser Argumente für denselben Modul A sehr leicht hergeleitet werden 
können, und es also eigentlich nur auf die Berechnung der Werthe der 
Modular-Functionen solcher Argumente ankommt, welche nicht grölser 


sind, als die Hälfte des dem Modul zugehörigen Modular- Quadranten. 


ua man in den beiden letzten Formeln =, so erhält man {n’ 


-. 








Z und dan? — = X‘, und bieraus folgt 

a Aa L (9) £ (5) 
= VI > re Br 
2 1-+k VI)+MZz *) 

26. en > = ir 
in == 2 
dn = u /'R. 
$. 15. 


Die Amplituden und Modular-Functionen eines reellen Argumentes überhaupt zurückgeführt 


auf solebe, deren Argument nicht > —- ist. 


- 


Setzt man in den Formeln (16.) für % an die Stelle —u, so er- 
hält man; 


am(K-+u) z + arctang (A tn «), 


oder 
- 1, . fk'suu 
am(K +) = y + arc sın (=), 
am(K-+x) = 


(2) 
dnu/? 


Addirt man diese Formeln zu den Von (16.), so erhält man 

27. am AÄ+W)+am(K-u)=7r, ode am(K+u) =r—am(h— u). 
Setzt man hierin K— u für w, so entsteht 

m?kA—ıu) = 7— amu; 

















‘ / Y r £ . Ma 
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wird hierin — u für u gesetzt, so erhält man 

am2K+u = r- amz; 
so oft also das Argument % um ?K vergrößsert wird, eben so oft ver- 
grölsert sich auch am um 7; daher ist überhaupt, wenn ın eine ganze 


Zahl bedeutet, 
28. am(u--?2mK) = mr + amı. 


Setzt man in dieser Formel noch «+K für u, so verwandelt sie sich in 
Tt 
m am [@ + (2m +1)K] = (?2m+1) =” + arctang (ktnw) und 
am [2m +1)K—u] = (2m+1)- — arctang (tn). 
Der Gleichung (28.) gemäls ist auch sin am(u+-2mK)= sin (mr + am x) 
— (— 1)"sinam“%, oder auch 
30. sn(ur-?2mÄK) = (—1)".snı. 

Ferner ist cosam(@ +2mÄ) = cos(mr + ame) = (—1)"cosamz, oder 
auch 


3l. en(ua+?2mK) = (—1)”.cnu. 
VDividirt man (50.) durch (31.), so erhält man 
32. tn(a+?2mKÄ) = tnw. 
Differenziirt man endlich die Formel (28.) und wendet man dabei die For- 
mel (7.) des $. 9. an, so erhält man auf der Stelle: 
33. du(a+2mK) = daw. 

Die Differente eines reellen Argumentes ist überhaupt immer positiv, sie 
nimmt beim Wachsen des Argumentes anfangs ab von Eins bis %’ und 
dann wieder zu von Ä’ bis Eins, und dieses Abwechseln im Ab- und Zu- 
nehmen geht ohne Ende fort, Zu den Formeln (30.)—(33.) führen auch 
die schon oben gefundenen Formeln 

sn K+ı) = sn(K—u), dan(K+v) 

en K+u) = —en(K— u), tn(AÄ-+ u) 
Setzt man hierin K—u für vu, so werden sie 

sn 2K—u =snu, enmfRK—u) = —eonu du K—u) = da, 
tn? K—au) = — tnu, 
und wird hierin noch —u für gesetzt, so erhält man 
KW) = —sını, amRrA+)=—conu tu?K+u) = tou, 
da ?A+ta) = dou. 

Hieraus schließst man aber olıne Weiteres die Formeln (30.) — (33.),. Es 


N 


dn(K— u), 
ung tn (K— u). 


Il 


ist also auch 
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sn(?K)=0, nßA)= —I1, tn? K)=0, dnaK)=i, 
sn(3K)=—1, en(3Ä)=0, tnß5Ä)=#, dn3K)=%', 


sn(4K)=0, en(4K)=-+1, tn(4K)=0, da(4K)=1, 

34. sn Qmk)=0, en(!mK)=(—1)”, tn(nK)=0, da(!mK)=1, 

sn((?2+1)K)=(—1)”, en(?!m+1)K)=0, tn(ia+1)K)= 14, 
dn(?m+1)K)=X. 

Setzt man in den Formeln (30.)—(33.) noch K—% für ®, so erhält man 

sn ((2”+1) K—u) = (—1)”.snev; sn((Im+1) K+u)=(—1)” .snez, 
ee ein en ((?m-+1) K+u)=(—1)"t.cncu, 

3. ” ((2m+1) K—u) = tneu; tn(Qm+1) A+u)=—tnew, 

dn((2m+1)K— u) =dncw;, da (m +1) K-+u) =dnecu. 

Wenn man in den Formeln (30.) — (33.) setzt 2n für m, so hat man 
sn(w+-4nK) = snw, tn(u+-4mK) = tnı, 
en(u+4mK) = eonw, dn(«-+-4mK) = daw. 

So oft sich also das gemeinschaftliche Argument % der vier cyklischen 

Modular-Functionen um 4K vergrölsert, eben so oft kehren auch gleich- 

zeitig dieselben Werthe dieser Functionen wieder; daher sind die eyklischen 

Modular-Functionen periodisch, wie es auch die cyklischen Potenzial- 

Functionen sind; der Umfang einer jeden solchen reellen Periode ist 4 K, 

und aus diesem Grunde ist A ein Modular-Quadrant genannt worden. 


Zusatz. Dividirtt man ein Argument x durch X und multiplieirt 


a . g5z TU ul . 
man wieder mit —. , so hat, wenn 5K nu, wie im $. 10. gesetzt wird, 


sn« einerlei Vorzeichen mit siny%, 

en“ einerlei Vorzeichen mit cosy%, 

tna einerlei Vorzeichen mit tangy«, 

dn« einerlei Vorzeichen mit Y(1—A’sin’nu), 
aufserdem nehmen auch die hier einander gegenüber gestellten Functionen 
gleichzeitig zu und gleichzeitig ab, und wenn % einen von den Werthen 
0, K,2K, 3K,4K, 5K etc. hat, so haben die einauder gegenüber ge- 
stellten Functionen gleiche Werthe. Es ist also 

sn“ gleichartig mit sinn, 

en gleichartig mit cosyu, 

tn gleichartig mit tangn«, 

dn« gleichartig mit Y(l—k’sin’rs«) 


‘ 


wenn man hier unter Gleichartigkeit versteht die Uebereinstimmuag nicht 
Creile's Journal d. M. Bd. XVII. Hit. }. 4 
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nur in den Vorzeichen, sondern auch in den Werthen, wenn x irgend 
ein Vielfaches von Ä ist. 
$. 16. 
Die byperbolischen Modular -Functionen überhaupt. 
Setzen wir in den Integralen (1.) ds 4. p=+1, y=+ÄK, 
9=1, so haben wir die Grundformeln für die byperbolischen Modular- 
Functionen. Ein solches Integral ist vun 





Bir BR. 


„V(i+t). sure 


und in ihm ist wieder %k zwischen ii Grenzen Null und Eins enthalten. 


Wäre k=0, so wäre u =/ ir — — Arc Sin ie und also rückwärts 
vi+ Fr ) 
t=&inu; wäre aber k=1, so wäre WruN — arc tang ({), und 


er x 


also rückwärts = tangu oder auch ?= Sin? u; ist demnach k zwischen 
den Grenzen Null und Eins enthalten, so ist { zwischen den Grenzen Sin x 
und SinYx und also überhaupt zwischen zwei hyperbolischen Sinus ent- 
halten. Aus dem so eben angeführten Grunde nennen wir { den hyper- 
bolischen Modular - Sinus des | «u für den Modul A, Y(I-+P°) 





den hyperbolischen Modular-Cosinus, die Ayperbolische Modular- 


FÜR 
Tangente und Y(1+K’t) die hyperbolische Differente des Argumentes u 
für den Modul X. 

Die folgende Bezeichnung werde angewandt: 


/ u . or ® / 2 
= Onu, vAi+r)= Ouw, var = tum, vi+RP) Dr. 


Den Zusammenhang unter diesen vier hyperbolischen Modular - Functio- 





nen, welche auf dasselbe Argument & und denselben Modul % bezogen 
sind, drücken aus die Formeln: 














2 Snu 

.7u RB 5% TERSEIEN RK — 
Cn’u— On’u=1, In Gnu’ 

1 € 
- — p 2 BE _ 2, .—— 
Snu= y( 1 ©n u); 1 zu = Gn?u? 
F 1— In?u 1 

- un PER = — 
vnu = y (On u 1), In?u Sn?u’ 


Dnru=yAi+RSnu)=y(k”+Rlnu)=y(lnu—k" Sn’u), 
Sau = ih. 





1— Intu ? 


Dn’u; u—i 
Inu = wor 


bu"; ® 
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Nach $. 4. ist ferner 
Sn(—-u)=—©nu, .alo Cn(—-—u)=Inu, ITnl—au)=-—- Tun und 
Dn’—n) = Du; 
wird das Argument u = O0 gesetzt, so ist 
En0=(, Gn0=1, Zußz=R, DnrO=—1. 
Nach dem Obigen ist Onu zwischen den Grenzen Sinz und Sin®x ent- 
halten, und da ?u>u, also auch Sin?u> Sin ist, so ist also 
Einu<TSnxu<Sintu, 

folglich 

Sosu<Inu<hostu, Tanga <Tnza <Tangeu. 
Bleibt also das Argument « ungeändert und vergröfsert man den Modul 7 
so vergrölsern sich alle vier hyperbolische Modular - Functionen, 


s. 17. 
Erste Differenziale der hyperbolischen Modular - Functionen, 
. ; t 
Wenn man in der Formel du = — — — EEE 
| in hi )VY(A+R2 für 2 den 





Werth Snu substituirt, so hat man vu = ie Bun: und also rückwärts 


1. 959nx = (nu. Dnu.du. 
Differenziürt man die Gleichung Ca — Su —=1, so erhält man 


Gnu.E (nu = Snu.d&uz und also 


2. ohız = Snu.Dnu.du. 


GG 


o. > nu En ä 
Differenzürt man den Bruch Tunx = -, und substituirt man die vorhin 


E $ 





gefundenen Werthe, so erhält man 
Dnu 


En? u 
Aus der Gleichung Dn’x =1+ k’SOn’u folgt Du. Duu = k’Snu.d Spir. 


und also 


mn 


’ oO U. 





2, ofıu = 


4. 0Dduu = Mona (uu.du. 

Wird der Zusammenhang zwischen einer Modular-Fuuction und ihrem 
Argumente umgekehrt, so dient folgende Bezeichnung: 

Ist = Snu, so ist u = Ary On). 

Ist = (nu, so ist a = rg In(?). 

Ist {= Inu, so int u = Xrg Int). 

Ist {= Duw, so ist «= Ary Dun l). 
Hierunch können die vorigen Formeln auch also dargestellt werden: 


4 * 
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5. Ag Sound) = Yi+t) are - VI+( = 73 

9 0 (A+K?)t? +? e®| 
6. Arg En ld “ Ve RES wf VER reI 
7. ia) VeRvIeRR en P VE-TReRRT 
8. Arg Dun ld) =/, va Ve — k'?) =/, ARE ONE TU L 


$. 18. 


Die Amplitude der hyperbolischen Modular - Functionen, 


Die hyperbolischen Modular - Functionen können in Anwendung einer 
vermittelnden Function auf hyperbolische Potenzial- Funetionen zurückge- 
führt werden. Da nämlich Snw zwischen den Grenzen Sinz und Sintu 
enthalten ist, so können wir setzen Snuw = &in:b, dann ist aber Ina = 
Sosy, Tnuw=Tangy. Der Arcus / heilst die Amplitude (hyperbolische) 
des Argumentes x für den Modul A; in Zeichen ist Y= Amz, und ums 
gekehrt = Xry Am(Y). Hiernach ist also 























1.) Enu = Ein Amw, Inu = Tany Am, 
Ina Cs Am, Dnu=y(1+AR Sin’ Amz). 
on . 1-4 Zana w a ı > 
Weil nach Theil I. 5.5. Y =logy. = — log (C&osy + Sind) = 
l 
lo; ist, so ist 
05 Sy — Siny > 
I+- Inu 
2. Ama = log) ——z, > log (Inu — 
or 1— In (C ramv= ze 
a =; 1--ı1 Siny 
Weil SinY =tang!y, also !V = aretang (Siny) = — log) Sen 
- 2 —ıiCGimy 
nach Theil I, $. 37. ist, so ist also von 
iS 
3. mu = — log ins . 
L—iı Onu 
/Soy—i i i 
Da Tangiv = \ Gsv+1 ist, so ist auch 
o ’ ‚/enu—i1 _ Onu—i1 Sn 
4. Tang} Amu = a ei in, 
nut ufl" Sıu Gnu Snut+t 1 
Setzt man in der Formel u = - wirklich {= Sin y 
oVY (I+i? )V "(i4+x? 1?) ’ 


so ist ot=losWw.dı), und also 
B Ar Am) u 











( 


av = / oıy = ew 
o VAFR? Eintw) TS, Vı(R?-EprrCosty) —J/, V (E08? y— Ar Sintwy) 
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Wenn man, wie in $. ®., setzt 
Be, Vai, u N EN 
1+2? 1-+4? 1-+k' ViI+kK)+YV(—k) 
so findet man auch den Ausdruck 
I+-4) 0: I1-I)0: 

6. Ag‘ m) rer = 0 AH ren 
Da Sn(—w) = Sin Am (—u) = — Snw ist, so ist Snu = Sin (— An (—1z)) 
— Ein Amwz, und also Ama = — Am(— u) oder Am(— u) = — Amu; 
ferner ist 











ImO = O0. 
Da Snu oder SinImx zwischen den Grenzen Sinw und Sin®x enthal- 
ten ist, so ist also Ama zwischen z und £x enthalten, und da Fu >u ist, 
so Ist 


7. ua<Amu<Nu; 
vergrölsert man also den Modul A, während das Argument x unverändert 
bleibt, so nühert sich Am # der Grenze Xu, d. bh. es wird auch ma größer. 


Setzt man in der Formel (5.) zuerst k= 0, so hatman Arg Aın (ı)) 


= IA ob=\Y; setzt man aber k=1, so hat man Arg Am («)) = 
—/!ıy; ist also % zwischen den Grenzen Null und Eins enthalten, so ist 
Ara Aın(y) zwischen den Grenzen Y und ZW enthalten, und da !/<% 
ist, so ist 

8. Yv>Arg Am(Y)>I!V; 
wird also der Modul vergrölsert, während die Amplitude & unverändert 
bleibt, so verkleinert sich Arg An (ı). 

Differenzürt man die Gleichung Sn = SinAmx, so erhält man 

Eos Hm u. Ama = Inu. Dnw.du, und da Cos Amz = In ist, so ist 

9. Ama = Dnu.du. 


$. 19. 
Ausdrücke für die byperbolischen Modular - Functionen eines Binoms. 


Setzt man auch in den Formeln des $.4. und $.5. jet y= +1 
undg=%, ferner x = Snaundy=©nd, soist s= En (u u+b), und also 
Sn(a+b) = Sna End Dnb + Sud Ena Da 








1 "°z 1— k? Sn? a Sn?b R 
' a Sna End Dnb— EnbEna Dina 
\ \ 2 1—ı?: Sn? a Sn? b ü 


Für die Cosinus erhält man die Formeln 
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GSna 6n5b-+- Sna Sn Dna Dnb 








Snlatb) = — 
9 \ + ) L-— E23 Sn’a Sn?b . 
y Snaßnb —€& = an a 
In(a—b) = man na End Dna Dnb 
> 1— k? Sn?a Sn? b 


Werden die Formeln (l.) durch (2.) dividirt, so erhält man 
2 Ina Donb+- Ind Dana 
Infa+b) = — 

9) 1+-3na End Dana Dnd?’ 

SnaDnb — Ind Drna 

1— Ina Ind Dna Dndb’ 





3. 





| Tu (a—b) == 


Die allgemeinen Formeln für die Differenten sind 
N I -2 & = I 
| On(a+D) on Dna Dnb-+7 Sna Snb Cna End 








4 1—k? Sn? a Sn:b h 
Dn a—b) — Dna Dnb—k? Sna Snb GnaCGnb 
1—k?: Sn’a Sn?b ® 


Setzt man Tange = Ina Dnd und Tangß = Ind Ta, so ist Tufa+ 2) 
Zange + Lang Bi n a 
—— f 5 3 anaa.Tanad N und also zung Am (a + b) = Tang (u + ß) N oder 


Amla+b)=a+L. Ganz eben so findet man Am(a—D)=a—f, und 


es ist also 

| Am(a+b) = Arc Tang (Ina Dnd) + Arc Tang (Ind Dina), 
— 1XAmla—b) = Arc Tang (Ina Dnd) — Arc Tang (Ind Dana). 
Es können diese beiden Formeln auch also dargestellt werden: 


Kain w/h zn u 2) u 


5 — Tna Dad, 


Umn(at+b)— Am(a—b) 
ang er ) = Tub Dura. 


J 








‘e) 


Di 


Fo 
1) 


Setzt man b = «, so erhält man die specielle Formel 

Tangd Am?a = Ina Dana. 
Diese Relationen mögen hier hinreichen; wir werden bald sehen, dafs man 
die noch fehlenden auch sehr leicht aus den analogen Formeln herleiten 
kaun, welche für die eyklisehen Modular - Functionen gelten. 


‘ 
$. 20. 
Imaginäre Relationen zwischen den eyklischen und byperbolischen Modular - Functionen. 


nn 
Ü<& 


Es sei s—=snwu oder =/ va-avizea) dann ist 








102 \ u. r 
IE / — ; wird nun ?z=1t, alo ?dz=0df gesetzt, 


J,Vi-—:?)V(l— ktz?) 
so st — —=#", und da für s=0 auch f=0 ist, so ist 
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) ot R , 
= ) \ 
ur f£ vVi+t)V(i+rR2)?’ oder = CEn(u:), 


und da f=iz =:.snu ist, so ist 








1 Sn (u?) =i.snu, hieraus folgt 
"I bnerd)=enu, Tunlui)=i.tnu, Da(u) = dnw. 

Diesen Formeln gemäls können die hyperbolischen Modular - Functionen 
des imaginären Argumentes 2 sehr leicht auf cyklische Modular - Func- 
tionen des reellen Argumentes , obne den Modul zu verändern, zurück- 


veführt werden. 


Setzt man in der Gleichung En/(w:) =:?snu für « an die Stelle 


wi, so hat man, dad ?=—1 ist, Sul—u)=isn(w), also —Cnu= 
isn (uw), oder 

| sn (u2)=?.&nu, und also 

Ieon(w)=(nu, tn(u)=:.Tnu, du(wi) = Dau. 


Die cyklischen Modular-Functionen werden also eben so auf die hyper- 
bolischen, wie umgekehrt diese auf jene zurückgeführt, wenn das Argu- 
ment imaginär ist, und die Form : hat. 
Da En(u:) = CinAm (ur) ist, so ist Sin?lm/ur) —isin amu — 
©&inamx) und also 
3. Am(wi)=:.amu; eben so findet man am/wi) =:.Amw. 
Setzt man jedes Glied der Gleichung Sn(w:) = t.snu = ti, so ist 
ur —= Ary On(fr) und u = argsn(?), daher ist 
Aryg Sn (ki) = ?.argsn(?); eben so findet man 
Arg En (2) 2.argen(l), wenn /<1; ferner 


4. Arg In (22) = t.arg tn (?), 
Ary Dn (2) = t.arg da (f), wenn !<ZL ist 
Arg Am (f) = ?.argam (?). 

In ähnlicher Weise findet man auch umgekehrt 

arg sa (fi) — 2.Ary Sn(?), 
arg en(t) —= 2.Ary On(?) für 2D>1, 

5. arg tn (fi) —= 2.Arg In (2), 
arg dn() = 2.Arg Dn() für t>1, 
arg am (2) = i.Arg Am (2). 
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Hyperbolische Modular -Functionen der Argumente von der Form ut-niXK und atbi, 


Nach $. 20. ist Sn@K)=:isnK, und da soK =1 ist, so ist 


m ee 1 
1. SntK)=;, TntK) = I 
Sn@K) = 0, Dune K)=K'. 


Setzt man nun in den Formeln des $. 19. für 
In(a+t') und Du(«+b) jetzt a=?K und D=u, so hat 








De. (3 Fi bi La 1 sn 14 .ıyr FRROR 

Sn? K—u = ee; SntK+u = 

ie er CHnükKtu) = 
AN ’ i.Dnu \ Pr 
- { 

Dr /(a ER Ba REN EG. EN Ca > EEE 

Tune A—u) = RETTR Zu@htu = 

” w k' Du 
rt. BEN A Anlik a 
One K—u) u DOn@h--u) a 


Multiplieirt man die Gleichung sn(@+2mK) = (—1)" snu 


Sn(a+b), Cufa+b), 


man 

6nu 

Du 

ik’, Snu 
Drnu ° 

1 

kInu? 

k’ 


Kr 
amnu 





mit ?, so er- 


hält man Su (wi + 2mikK) = (—1)”.©Sn(wi), und wird hierin — für u 
I 


gesetzt, so entsteht 


3. ©Sn(u+?2mikK) = (—1)”. Sıu. 


Da en(u+ 2m KR) = (—1)" enw, ferner Cu (ww +2miÄ) = cnfu+-2mK) 
und En(u2) = en“ ist, so ist also On(w: + 2m: K) = (—1)".Cn(w:), und 


{ R j U 2 ’ o 
diese Formel verwandelt sich, wenn > für u gesetzt wird, in 


4. OGn(a+-2m:K) — { (—1)”.In a. 
Ferner erhält man für die Tangenten 

5. Inutr?rm: Äh) = Tuu, 
und für die Differenten hat man 

6. Diwu-+-2miK) = Dnu. 


Da diesen Formeln gemäüls Sn(u+4m:KR) = Suu, 
Inu, 


On -+-4imiK) = 
In (u+4miK) =Tnu und Du(uw+4mikK) = Dnu ist, so sind 


die byperbolischen Modular-Functionen periodisch, der Umfang einer jeden 


Periode ist tmaginär und =4iK. 


Multiplicirt man die Gleichung am (A+u) = > + arctang (k’tn«) 


. . “. . r . ti en “\ 
mit :, so erhält man sofort Am(@A+ wi) =7 + Arc Tang (A In(wr)) und 
also auch 
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AnG@K+a) = + ArcTang(k’Tnw), wie auch 
T; Ama K—u) = F— Are Tang(k’Tnu), 
' IAmw—iK) = — => + Arc Tang (A’Tnu). 


Hieraus folgt 
(Ama k-+u) + Ama K—u) zi und 
i Ama +? AK) + Ama —iK) = 2. Arc Tang (k’ In). 
Aus der Formel (28.) des $. 15. erhält man sofort 
9. Amla+2mikK) = mri+ nu. 


Setzt man in den Formeln des $. 11. nur ai für a und 2? für d, so erhiilt 
man ohne Weiteres die Formeln des $. 19.; läßt man aber « reell, und 
setzt man blofs 5: für 5, so erhält man 


sna Snd Dnb -iöndb.cenadaa 


\ 


sn(4+-bi) = 




















10 1-4 k? sn? a Sn? b ’ 
a id m ssa&ndb Dnb—i©Snb.cena dna, 
sn (a — Au 1+-k?:sn?a Sn?b ’ 
: enaßnb —i.sna daa Snd Dnb 

11 en (a + b:) ao 1-+-%? sn? a Sn? b ’ 
} . en aßnb+i.suadna Snb Dnb 
en(a— bi) = I ken? a On - 

a do a Dnb—ik?:snaena Snb Gnb5 

dn(a+-bi) = 14%? sn?a Sn? b . 

12. q an u doa Dnb—+ik?sna cia Snb Gnb 

n(a—bi) = It snra On? 


Für die Amplituden hat man die Formeln 


am(a + bi) arc tang (tna Dub) +? Arc Tug (Ind.doa), 
13. am (a— bi) arc tang (tna Dub) — 2 Arc Ing (Ind.dn a), 


el 


und da überhaupt Arc Tang (d) =!arcsin(?) ist, so können diese beiden 
Formeln auch also dargestellt werden: 


am(a+ bi) = arc tang(tna Dub) -+iR arc sin (Ind dna), 
am(a—bi) = arc tang (tn a Dnd) — 2Faarc sin (Ind da). 


Creilos Joarnral d, M. Bd. XVII. Hft.i. 
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Zweiter Abschnitt. 
$. 22, 
Einfache Relationen unter den ceyklischen und hyperbolischen Modular - Fanctionen 
in reellen Fornen. 

So wie die ceyklischen und hyperbolischen Potenzial- Functionen 
ohne alle imaginären Ausdrücke auf einander zurückgeführt werden können, 
80 können auch die cyklischen und byperbolischen Modular- Functionen mit 
gänzlicher Vermeidung imaginärer Formen auf einander zurückgeführt wer- 
den; und wie sich bei jener Zurückführung (Theil I. $. 37.) eine Recipro- 


eitüt zu erkennen gab, so stellt sich auch bei dieser eine nicht minder ein- 
fache Reciproeität ein. 





Nach $. 8. ist argtn = / Yung; und wird in dieser 


Gleichung der Modul % mit dem conjugirten A’ vertauscht, so ist: 


ot 


arg in (Ö u oVA+L)V(L-+K?L?) > 





und da nach 8. 17. auch 

Ara Sn (? = / ot 

(rg On (2) ‚VIFRVOrRP) 
ist, so ist also argtn’(f) = rg En(f). Setzt man jedes dieser beiden glei- 
chen Argumente = u, 50 ist £={n’u und auch = Su, folglich haben 
wir die einfache Relation: 





Snu = tn’w, 
wodurch der byperbolische Sinus des Argumentes % für einen Modul % 
auf die cyklische Tangente desselben Argumentes mit dem conjugirten Mo- 
dul A’ zurückgeführt wird. Aus dieser Gleichung folst Y+SY wo) = 
y(1-+tn”v), oder auch ; 


Sn u= ru 
cn u 





Wird hierdurch die vorige Gleichung dividirt, so erhält man Inz= sn‘.w. 
Endlich ist YyAI+RSnu)=y(1+Ä’tn”u), oder auch 


dn/u 1 








Div = 


enu sneu" 

Sollen sich die hyperbolischen Functionen Snz, Inu, Onwu, In und Am x 
nicht mehr auf den Modul Ak, sondern auf den conjugirten Modul A’ be- 
ziehen, so ändern wir ihre Bezeichnung auf ähnliche Art, wie bei den 
eyklischen Functionen, ab in Sn’w, Cn’u, Dn’u, In’u und Am’u. Machen 
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wir von dieser Bezeichnung Gebrauch, und vertauschen wir in den vorhin 
entwickelten vier Formeln die beiden conjugirten Modul k und A‘ mit ein- 
ander, so erhalten wir auf der Stelle noch vier neue Formeln, und wenn 
wir dieselben den vorigen in folgender Weise gegenüberstellen: 








( Suu = tn’u und snu = Tuıu, 
n 1 1 

Cuu = — und au = —, 

1. tn u En’u 
Inu = sn’uw und tnua = One, 

dn’ u Dn’u 
Onu = 2 und dnu = —— 

en’ u En’ u 


so sehen wir, dafs die byperbolischen Modular - Functionen durch diese 
Formeln ohne alle imaginäre Formeln gerade eben so auf die cyklischen 
Modular-Functionen zurückgeführt werden, wie umgekehrt diese auf jene. 
Auch wird man die Aehnlichkeit nicht übersehen, welche zwischen diesen 
Formeln und denjenigen Statt findet, wodurch (in Theil I. $. 37.) die hy- 
perbolischen Potenzial-Functionen auf die eyklischen, und umgekehrt, in 
reellen Formen zurückgeführt werden. 
Aus den vorigen Formeln folgt noch 
yarııı = 1 —cn’u nr yızaı _ wer uv—1 
Gnut1 1+ wu 1+ cuu En’ uf1 ’ 
oder, was einerlei damit ist 
2. SZang Amz—=tang}am’v und tang}amx = Tang } An’ x. 

Diese Formeln lassen sich auch kurz also herleiten. Aus den Formeln (1.) 


folgt 
Inu Duxv = tn’udn’z und tnxdnu—= Ina Dn’w, 
und da nach $. 12. ist tn da«=tang } am ?w, also tn’udn’# =tang ! am’ u, 
ferner nach $. 19. ist Inz Dnz = Tang} Am?v, also Tua Du’u = 
Tangd Am’2x, so ist 
Sangt Am?u=tangtam’?2u und tang}am?x = Tang} An‘ I, 

und diese Formeln fallen mit (2.) zusammen, wenn man darin nur noch 
> für z setzt. Auch unter den eyklischen und hyperbolischen Amplitu- 


den desselben Arguments giebt es sehr einfache Relationen, wodurch sie 
auf einander zurückgeführt werden. Setzt man für den Augenblick am’« 
— 0’, dann ist tn’ = taug am’a = tangd’ = Sin?D’ und da auch nu 
—=tn’u ist, so ist also Sin Ama = SintP’, oder einfacher Anz =, 
und folglich 


3. Amz = Ram’u, eben so findet man amx —= !Am’u. 
& 


2) 
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Vertauscht man noch die beiden conjugirten Modul, so hat man 
Amu=%ama und am’a=!Amu. 


Anmerkung. Setzt man den Modul k=0, so wird amu=u, also ist Lu = Amu 
für den Modul = 1 und /u==amu für den Modul —=1, 


$. 23 
Wir machen von diesen letzten Formeln sogleich Gebrauch. Ver- 
tauscht man in den Formeln (5.) des $. 19. die beiden conjugirten Modul, 
so sind sie 
Am’(a+5) = Arc Tang (Tn’a Dn‘b) + Arc Tang (n’d Dn’ua). 


“ ] b \ 
Es ist aber n’a.Dnb = sna.— = —-—.. und nd. Dna = 
enb sueb soc@ 


Am’(at+bd)=Ram(a+b), und ArcTang (f) = L are sin (t), folglich haben wir 
Xam(a-+b) = Larcsin (=) + Larc sin (2 y; 


sica 


soDb 








’ 








. sna . snb 
Xam(a—Ö) = 8arcsin () — arcsin (= -) . 
Damit der erste Theil dieser Formel reell sei, muls — als cyklischer 
Sinus nicht —>1?, und auch nicht —=1 sein, weil X are sin(1) = t- unend- 
lich ist; setzen wir aber sned>sn«, so muls K—b>a und also sein 
ar+b<r. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so ist auch K—a>b, also snuc@>> sn, folg- 
a 

snıc @ 
Beide Formeln (1.) sind also reell, wenn a+5<<K ist. Setzt man in 
den Formeln (1.) noch K— a für a, so verwandeltsich «+5 in K— (a—b) 
und a—b in K—(a-+b), und es ist also auch 


sne b 
q 2 . /suc 4 ni s (= ) 
Xame(a-+Öb) = Laresin = 7 K arc sin aa) 





<1, und also auch der zweite Theil der Formeln (1.) reell. 











. suca .„ (sand 
Xamce(a—b) = Xarcsin (= =) + 2 arecsin (= -) . 
Diese Formeln sind reell, wenn «>Db, und keines dieser Argumente 
>K ist. 


Die Anwendung der Formeln (1.) unter der Voraussetzung, dals 
a+b>K sei, setzt die Kenntnils des Verhaltens der Function XD unter 


der Voraussetzung, dals P>; ist, voraus. Stellt man die Formelu (1.) 


wieder in der Gestalt 
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X am (a+ D) = Arc Tang (ae - ) 4 Arc Tang (m b do ”) 


dar, und setzt man a? für a, wie auch di für 5, so hat man nach $. 20. 
(und Theill. $. 48. Zusatz) auf der Stelle die neuen Formeln 


a Dnb Snb Dra 
!Am(a-+b) = arc tang (Zu) + arctang ( oc = ); 


rn Sna Dnb „(End Dna 
!Am(a—b) = arc tang ( Sub )—arc tang je Sm ). 
Setzt man in den Formeln (1.) blofs d: für d, so werden sie 


“ ) = , 
fam(a-+bi) = !arcsiı n (I, m + + zarc tang Er) . 
4 DO \sıca 


. . > b 
tam(a—di) = Larasin ("gi) —iaretang (1..)) 


und- verwandeln sich also, wenn man die eyklischen Functionen statt der 
byperbolischen einführt, in 


?am(a+bi) = Karcsin (sn a dn’ db) +2. arc tang a ); 




















5, sıe a 
Kam(a—bi) = Karec sin (sn @ dn’b) — :.arc tang =) . 


Zusatz. Setzt man in den Formeln (1.), (3.) und (4.) den Mo- 
dul k= 0, so wird am(a +) = An(a-+b) = a+Dd, snz verwandelt 
sich nun in sing, snd in sind, snc« in cosa, sncd in cosd, Sn« in Sin «. 
Sn in Cosd, Dud in 1 und Dun in 1, daher hat man nun 


!(a+b) = Sarcsin (“"* mo )+ Karc sin (27), 


























cosa 
6. %a—b) = Farecsin (==) — Laro sin (2); 
!(a-+b) = arctang (de ne) + arc fang eu Bi, 
cu l(a—b) = arctang () arc tang ); 
%a+b:) = !arcsin (=) + 2arc tang > » 
. abi) = Karo sin ( =) — iaro tang (>) ; 
i !(a+b:i) = arc tang (ee + ?2arcsin (=) 3 


I(a—bi) = arc tang Ein) — iR arc sin ( DB ) . 


os b 05a 
Diese im ersten Theile überganyenen Formeln, welche wir hier nachtragen 
mulsten, lassen sich auch leicht auf eine ganz elementare Weise herleiten. 
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$. 24. 
Die Wertbe von An (u+2mK’) und am(u+2miK‘’), 


Der uneingeschränkte Gebrauch, welchen wir in der Theorie der 
Modular- Functionen von den schon im ersten Theile behandelten vermit- 
telnden Functionen £D und /® zu machen haben, erfordert eine nach- 
trügliche Betrachtung des Verhaltens der Function £D für den Fall, in 


gt . . ‘.. . 
welchem D>— und also 2® imaginär wird. 


Da cos(D’+ mr) = (— 1)" cos® ist, so ist auch 


9P__ _ (_1m.2P 
I 3) "cosp” 


Das Integral dieser Gleichung ist nach Theill. $. 46. 
ı(Ptmr) = (—-N”t0O-+a; 
wenn man mit a die unbekannte Constante bezeichnet, welche bei der 
Integration hinzukommt. Setzt man ®=0, so hat man 
a = N(tmr) = (mr). 
Da nun also Eina=+ Sink(mr) = Ftangmr=0, 
1 


cosm7 |. - 1)” 
ist, so ist nach Theill. $. 16. der Arcus «= tmri, und also 
1. 8 (@+mr) = (1), Oo +mri. 
Die in dieser Formel vorkommenden Vorzeichen + können auch einzeln 
in + abgeändert werden. Setzt man m=1, so hat man 
ar +Dd) = —!Orri und 
. 8 _9) = +04mi. 


Setzt man in dieser Formel > —D für D, so erhält man 
. st st . 
3. 2(&+9) = 2($—P)tri 


Wir prüfen auch diese Formel, indem wir auf beiden Seiten die hyper- 
bolischen Sinus und Cosinus nehmen; dann ist nach Theil l. $. 16. 


— . st j gt 
Ein! (=+9) = — Einf (2 0); 
ar 7 Bu zT 
Ct (F2+9) = — Est (9). 


Die erste dieser Gleichungen ist einerlei mit 


tang (7 +9) — — tan (7 —P), 





Cosa Kosk(mr) = 
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und die zweite ist einerlei mit 
cos (3 E ) u —00(7— 9); 
aus der Richtigkeit dieser beiden Gleichungen folgt auch die der Glei- 
chung (3.). 
Multipliciren wir die Gleichung (1.) noch mit :, so erhalten wir 
dB: +mmi) = (—1)”.1d)+ mr, und wird hier - für ® gesetzt, so 


entsteht 
4. WWPrnmm) = (—1)".10+mr. 


Setzt man hierin m=1, so hat man 
!O-+zı)=—I!Dd-+7, und wenn man ?-7 für D setzt 


.. (+ )=—-1(9—%)+7, oder 
4) U) 


In den Gleichungen (1.) — (3.) kann noch auf der rechten Seite ein 
beliebiges Vielfaches von ?7?, und in den Gleichungen (4.) und (5.) 
noch ein beliebiges Vielfaches von 27 auf der rechten Seite hinzugefügt 


werden. 
Setzt man nun in der Gleichung (1.) den Arcus ®=am’w, so 


ist auch 
K(am’utmr) = (—1)"Lam’u +mri, 


Da aber am'ut mr = am’(u+?mK‘) nach $. 15, ist, so ist 
Lam’ (u+?2mK) = (—1)” Lam’u + mri, 
und nach $. 22. Formel (3.) ist diese Gleichung einerlei mit 
6. Amlat2mK) = (—1)”. Ama +mri. 
In dieser Gleichung darf auch + mit F zusammengestellt werden; multipli- 
cirt man dieselbe mit ?, so hat man am (wi + In: K') = (—1)”.am(wi) + mr, 


. - 14 . . 
und setzt man hierin er für « an die Stelle, so hat man 


7. am(ut2miK) = (—1)”.ama + mr. 


$. 29. 
Die eyklischen Modular-Functionen und Amplituden der Argumente von der Form 
u+-2mK--2nıK". 


Da nach $. 24. ist am(u-+ 2niK') == (—1)”.am uthnd, 50 erhält 
man, wenn «+?2»K für u gesetzt wird, am (u+?2m K+2n:K) = 
(—1)"am (u+IımK)+ nz, und da nach $.15. ist am (u+9aK)= mr + amız 
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so erhält man 
am(u+2m K+?2niK) = (—1). amu-+(m+n)r. 
Setzt man umgekehrt in der Formel am(u-+2ıK) = amu + mr für u 
an die Stelle «+ 2n:iK/, so hat man am(u + 2m K + 2niK') = 
am(u+-2niK)+mr, und also, wie vorhin, 
1. am +2 mkK+2n:K) = (mtn)z + (—1). amı. 
Nimmt man die cyklischen Sinus der beiden gleichen Ausdrücke, so er- 
hält man mittelst der Formel sin(@-Fb) =sinacosb + cosasinb: 
sin am (u+2m K+ 2a K') = (— 1)”. sin (—1)".amx) = (—1)”#”. sin am, 
und da (—1)”"t” = (—1)” ist, so ist 
2. soua+?2m K+?2n:K) = (—1)”. snuw. 
Nimmt man die cyklischen Cosinus, so hat man cosam(u-+?2m K-+2niK‘) 
—= (—1)”+”, cos((—1)" ama) = (—1)”*". cosamu, und also 
3. nu +2 mK+2NniK) = (—1)”t". cnu. 
Wird (2.) durch (3.) dividirt, so entsteht 
4. tnau +?m K+2nK) = (—1). tnu. 
Differenziirt man die Gleichung (1.), so erhält man auf der Stelle 
5. dna(«+-?mK+?2n:iK) = (—1)”. dnw. 
Da 
sn (u 4m K +4n:K') = snu, 
en(u+4mK+4n:iK') = cenu, 
dn(«+-4mK+4n:K) = dnuw, 
tn(u+-4mK-+4niK) = tnv 
ist, so sieht man, dafs die cyklischen Modular - Functionen doppelt perio- 
disch sind, reell und imaginär periodisch zugleich; der Umfang eier reel- 
len Periode ist 4K und der Umfang einer ömaginären Periode ist 4iK’, 


$. 26. 


Die hyperbolischen Modular - Functiouen und Amplituden der Argumente von der Form utmäK'. 


Die byperbolischen Modular- Sinus und Modular -Cosinus Snu und 
Cna sind vorzüglich darin von den gewöhnlichen hyperbolischen Sinus und 
Cosinus verschieden, dals sie viel rascher wachsen, wenn das Argument « 
zunimmt, und schon unendlich grofs sind, ehe das Argument z unendlich 
grols geworden ist; die Functionen Gin und Sosw hingegen sind erst 
daun unendlich, wenn auch x unendlich grofs geworden ist. ‘Setzen wir 
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u=K', so ist, weil nach $. 22. überhaupt Snx = tn’x ist, auch Su A” 
—=tn’K’, und da oKÄ=tn’K'=} ist, so ist auch 


OnK =}. 
Ferner ist SuM’ = ;, und also auch GuX’=}. Da Tuk’=sn’ AK 


cn‘ E? 

“ . Oi r . . > d RK k’ 

ist, so ist Zul’ —=1; weil endich uk —- 7 — — I 
en’ K’ 0 





ist, so stellen 
wir also zusammen: 
l, SıK=}, CGkK=}, auK=1, DiKe=ı. 
Da SnKX = Sin Am X’ =} ist, so ist auch noch 
2 Au m}, 





Ferner ist Su (K’— u) = to (K’— u) = er und da tn’u = Cu ist, 
so ıst 
Pr ; 1 
SnlK—u) = —— 
Son ( ) en,’ eben so findet man 
Du 





Sn(K’— u) 


könu? 
2, onu 





.. > N 1 
In(K’—u = Fu, 
. 1 
a 4 Burn i 
0 (M “) Inu 


Uebrigens können auch die drei letzten Formeln eben so leicht aus der 
ersten hergeleitet werden. 

Setzen wir der Kürze wegen Su (HM —w)= Cuu On(A—u)— 
Cnez, In(K’— u) =Tneu, Dn(K— u) = Dicu und An (K’—v) = Anmcy, 
so ist also 

















vr 1 1 
DU U m G@nu == —— 
kSnu’ y kSncu? 
‚ er 
Suu = —H . Suu = Dmeu 
konu kSncu? 
Bi 1 1 
i suu = Inu = 
4 Du’ u Drcu? 
1 1 
Dia = Dre = =— 
Inu’ Inca ? 





vr 


Die Function Am ist also nur reell zwischen den Grenzen »— 0 und 


Amce = Arc Tang ( 


dn’ i ot 
— — y 
co’ aue u ? 





v—= Äh; wird u>Ä/, soist Yınz imaginär. Da Duu= 


so ist auch 
Crelle's Journal d. M. Dd. XVLII. Hit. i. 14} 


- 
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Anca — Arc Tang (sne’u) —= Läresin (sne’ u), 
und also 
Anca = Rame’u, 


was auch unmittelbar aus Formel (3.) des $. 22. folgt. 
Setzt man in den Formeln (3.) —x für x, so hat man 


Sn (K+u) = — Sn (K— u), GuK+u) = —IuK’—u, 
Tu K’ tu = TıK—n), DaK+u) = —Di(K— u). 


Setzt man hierin K’—u für x, so hat man 

Su? K—u)= — Onu, er RK— u) =— (Inu, Tu? K— u) = Tuu, 

RK—- u) =—TDıu, 

und setzt man — u für x, so hat man 

Sr K+u)= Enu, un RK +)= —(Inu, TurK+u)= — Inu, 

RK +u=— Duu. 

Hieraus schlielst man Fon ian 
5, (Sn(u-+2mK') Snu, Sn/u+?mK) = er Gun, 
I In ”r XmK’) = (—1)”.Tnu, Dru+?mK) = (— 1)". Dnu. 
Setzt man Im für m, so verwandelt sich (— 1)” in +1, woraus zu er- 
sehen ist, dals die hyperbolischen Modular - Functionen in einer zweiten 
Hinsicht periodisch sind; diese Perioden sind reell, und der Umfang einer 


jeden ist =4 KV. 

Verbindet man die Formeln (3.) — (6.) des $. 21. mit den vorste- 

henden, so erhält man die allgemeineren 
Sn(u+?2mK’+2n:K) 
Gn(u+2mK’+2niK) 
6. Inu +2mK +2n: K) 
Dn(a + Im RK’ +2niK) = (—1)”. Duuw. 

Eine weitere Ausführung scheint hier überflüssig zu sein. 

6. 37. 


Cyklische Functionen imaginärer Argumente zurückgeführt anf eyklische Functionen mit 


(—1) Snu, 
(—1)"1", On, 
(—1)”".Inz, 


Il 


reellem Argumente. 
Es ist sn(wi) =i.Snu, und da Snu = tu’u ist, so ist 
sn(wi) = itn’u, eben so findet man 











en (u) = : 
Mi eu’ 
l. . . / 
tn(u2) = ı5n'u, 
i du’ 1 
u) = —— 
dn ( ) cn’ u soc’u 
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Benutzt man die Formeln (17.) des $. 13., so setzt man aus den vorste- 


henden Formeln sogleich zusammen: 


snc (u?) 
enc (u?) 


tne (u?) 


—— 
-— 


doc (%) 


Vertauscht man in diesen Formeln 











__ dnc’u 
dn’ u u A 
ik’.sn’u ik! ’ 
An’ u . k Re 
1 .—) ir 
ik.’ u  ik'aeu? 
ken’ u , 
yo k'.sne’ u. 


die beiden 


conjugirten Modul mit ein- 


ander, so können sie auch also dargestellt werden: 





























tn’ (wi) 1 
snu = , cnu = er 
3 1 i en’(ur) 
r so’ (wi) dn’ (wi) 1 
inu = —— , dn u BED win u jr. 
1 en’ (u) sne’ (u) 
und für die Functionen des Complementes erhält man 
sncu = - BL... encu — “ enc‘ ui) 
4 du’ (ui) n.» Ba Zus ’ 
t — . dncu —= k‘.sne’ (ur 
ncu = Ks’ (m) ncu = K.sne (Ur, 
R 1-+ itıu sc 
Zusatz. Es st amu = — = log hi ‚ aso — —amu = 
1— itmu 2 
1 tmnuti Ed . iR . h 
— log var; setzt man hierin K— u für z, so verwandelt sich tn« in 
i - 
- und es ist also 
kıunu 
T 1 1 ik’ in u a - > . 
z ums = — log Ir oder, weil z2tnz = sn’ (wi) ist 
7 /Atken’( ui) 
. zus — = log V; — Fran’ (a3)? 
und 
1 /1 + sn‘ (ui) 
6. amu—=— log) eure; 


? - R) ® 4, 
Setzt man in der Formel für — — 


amcu noch u? statt %, so hat man 














2 
. 1 /i—k'sn’u ; I+k'su’u 
z —ame(ui) = log} 1 + k'so’u log 1—kK’su’u’ 
und also 
BETTER ia Se (+ x so’u 
ı “r ATI _Kanu? 


6 * 
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oder 
z ame’ (ut) 
"ze EER ur 
2 1-4 Rau u 
rf == lo» ’ 
7 Or 1— ksuu 
r 1 snu 0 e 
Es ist Camu = log ter ; setzt man hierin 5 -amı für amu, so hat 





yy/ 1 enız . ”. 
man | (I — ama)=log yı 2 —. wird noch K—u für u gesetzt, so 


{ » 
entsteht % (= —ame u) = log nen ‚ also auch 
— CIC U 
g l — ene (u?) 
X(— —amce ai)) = ch much 
(3 , log T— ene(un) 


multiplicirt man diese Gleichung mit —?, so entsteht, wenn die beiden 
Modul %k und X’ vertauscht werden: 


zT Il... .\ \ 

—— AMC'\uz) 

co \ J/ / - 
ı 


i 1 — cue‘ (wi) ? 








„ik i 
da aber cnc’(ui)= 7 encu ist, so kann diese Formel auch also darge- 


stellt werden 
A . ik 
* i Gmachun L, ni: ene u 
. — PR 08 n - 
’ ’ıi — u ene u 


Die höhere Wichtigkeit der Formeln (7.) und (8.) er bald nachher 
einleuchten. 


Anmerkung. Nach Theil I. $. 38. ist ?® =log tang (7 + +0), 











oder auch ® = logtang (= +! ı®) ; daher ist e? = tang (= ıı 19) und 
er? = tang (7 —ı1 1); also auch 


Rd + 41d = arctang (e”), —11d = arc tang (er). 
Werden A beiden Gleichungen durch Addition und Subtraction mit 


einander verbunden, so erhält man 


st (p“ —() 
9, 5 = arc tang (e?) Farctaug(e””) und 


10. 7O® = arctang (ef) —arc tang(e”?). 


Die Richtigkeit der ersten Gleichung erhellet von selbst, weil er.e"? —=1 ist, 
Entwickeln wir die Glieder auf der rechten Seite in Reihen, so ist 
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34 & 7 Q 
. e’r7 er es es 
arctang(e?) = e! — — — —-.,... 
er, Bent: 
. 3% 5) 14 at) 
arc tang (e”*) = er I_ Er FE 4 E37 — A 
3 d 7 Yy 


Hieraus erhält man durch Addition und Subtraction 
7 ‘ (a2 et, — Ip (503 /«< Go59p \ 





Sindq Sin5ı Siın? Eıindır 
ID == (< up _ 2 2. Sins _ Cire = —- ete.), 


oder, wenn man D? für ® setzt, 
gt cos5«( cos Ic cos 7 « a 
- 2 (cos 2 + —t— +2 — + etc.) . 


‘) 














R S ” sind« sin? « sn9p 
N = 2( RN... P EL f Ei NT 
e® sind + + + etc.). 


7 u . 
Setzt man in den Reihen für — den beliebigen Arcus O—=0, so erhält 


man die bekannte von Leibnitz gefundene Reihe. Die beiden Reihen für 
Id und 2P® wurden im ersten Theile, und zwar im Zusatze zu $. 57. auf 
eine minder einfache Weise hergeleitet. 
Setzt man in der Formel (10.) P = Am’u, so ist !® = amu, 
und also 
1l. amu = arc tany (e"*) — arc tang (e”’m‘“), 
Setzt man in dieser Gleichung 2 für «, so verwandelt sie sich in 


are fang (e' aın? "> — arc lang (emi am’ w) 


12. Amu= ‚ 





$. 28. 


> o \ 8 b3\ D b Ina 
Nach $.21. Formel 10. ist sn(a+ bi) = na Enb Dnb ti Snbrna dna, 


L-+k?su®’a Sn?b 
führt man durchweg die cyklischen Functionen ein, so wird der Nenner 




















1+-ksnatwm”d= ee ne ee, der Zähler aber 
j snado’b+tisn’bcn’bena dna . 
wird rg ,„ also ist 
u ’ snad b+isn’ben’d cnadna 
sn(a+bi) = 1—dn?ası’ 2b . 
1. ’ ’ sna du’ b— isn’b en’bena dna 
— 0) m 1— (In? a sn‘26 y 


Der Zähler des Ausdrucks von en(a+b:) im $. 21. ist 


, .. ena en’br isnadnasu’b du’b ’ 
ena Snd Fisnadna Snd Tnd = = T „ also ist 
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a ena en’ b— isuadna so’b dub 
1 — du? asn’?b 3 


ena en b-+-isnadna so’b.dn‘ b 

1 — du? a sn’? b x 
Wenn man die Formeln (1.) durch (2.) dividirt, so erhält man Ausdrücke 
für tna(a+bi), welche aber der Form nach ungehörig sivd, weil Zähler 
und Nenner zugleich imaginär werden. Man erhält bessere Ausdrücke auf 
folgende Art. Es ist «(b— ar) =a+bi, also ist tn(a+ bi) =isn (b—ai), 


q m; RER enacn’bdu’b . t häil 
und da nd b—aı) = "pre 2 geiy ist, so erhält man 


=. 





en(@a— bi) 





sna ena en’bdn’b+idna su‘b 


tn(u+ be) = 








2 1— sn? adu’?b I 
z S e\ sna ena en’ dn’b —idna su’b 
tn(a—bi) = s 
1 — sı? a du‘? 5 


Der Zähler des Ausdrucks von don (a+b:) in $. 21. ist 
dn a Dub FiAk’sna ena Sndb Eub, 


dua do/’b en’b Fik?suacnasu’b 











und verwandelt sich in SE —., daher ist 
” dna dub em’ b— ik? snacnasn’b 
atr-b!) = fen 
4 ha, T03) 1 — dn? a sn’?h ‚ 
’ a dna dn’b en’b-—-ik? sna ena su’b 
[ —bı 2 
) dn(a / 1 — du?a su’?b ; 


Die Formeln (13.) im $. 21. werden 
tina dn’b 


\ am(a+ bi) = arctang (7222) + 2 Arc Zang (sn‘d doa), 


[zn 


tina dn’b 
ob 
Setzt man in den vorstehenden Formeln >= K', also sn’ db=1, nd=0, 
dndb=k und a=u, so erhält man 


Ä 
Jan a—bi) = arctang ( ) — ? Arc Tang(sn’d doa). 
\ 




















Rn 1 en 1 
| { \— u-ıkÄK) — 
/ sn(u+:?K') ge und sn( ) Pr 
ö . UN —ıidou . ”, idoı 
nw+iK)= ——. wd aw—ik)= en, 
0 un I SR un 
tn(u+:K') — =. und tn (u—?K') => .- , 
6. | 
EN —i u ion i 
( ") w—ıkK) = —— 
dn(u+?K‘) in u und dn( K') nu ? 


> IN 7 > 
am (u+?K) = — +:?Xrc Tang(dnv); 


am(u—;K) = 7 — 1 XArc Tang (do #). 
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Werden die gegenüberstehenden Werthe mit einander verglichen, so hat man 
sn ut ’ÄK)= sn(w—:iK); tn(ua +? A)= — tn(u — iR”; 
en(u+iR’))= — eon(uw—iK); du (u +: K) = — dn(u—iK'). 
Die Relationen unter den Amplituden sind 
am (ut? RK) --am(u— :ÄK')=7r, 
8. Tanq er (ui K') — am (u— —) 


2i 


1? 


—— dn U. 





Setzt man in den Formeln (7.) w+:?K’ für u, so werden sie 


en (ut-2:ÄK’) = snu, tnt(u-2:K) = —tnu, 
9. en(u+-LtiK) = —eonu duuw+%K) —= —dnu und 
am(u-%K) = 7r—amıu. 
Aus den vorstehenden Formeln folgt ohne Weiteres 
sn (U+?n:K') = snu, en(u+-2n:K) = (— 1)”. cenew, 
er mar 2niK') = (— I1).onu, dn(u+?2niK) = (—1).dou, 


und für die Amplituden erhält man 

11. am(u+trniK) = ns= + (— 1).amu. 
Die Formeln (6.)— (11.) hätte man auch leicht aus denen des $. 26. her- 
leiten können. Setzt man in den Formeln (6.) u—=0, so erhält man 


12. sG@K)=4, al), miR)=i, Müh)=T. 
Setzt man in den Formeln (9.) v=0, so hat man 
sn (22K) = 0, tn(%&:K) = 0, 
BEE A ei . E e 
Wird aber v=:K’ gesetzt, so findet man 
“ sn(3:K)=14, tn(3K) = —ı, 
14. 


en(3?K’) — _., dn(3:K) = re 


Setzt man in den Formeln (6.) + K für z, so werden sie 








eu se 1 
Fi un 
sn(wa+ A+:K’) 7 ksneu” 
a > i deu _ XK 4 
en(u+- K-+:K) se TI 'sucu rw ik'cnu? 
Eu 6 
15. tnu + K-+:K) = dne a? 


dnutK+K) = — = iktun, 


int u 


am(u+- K-+:iK') 


Tt * m . 
7 + %8are sin (dnc u). 
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Setzt man hierin 2=0, so entstehen die Formeln 


n(AHR)=-, tt) = 
k’ 


16. a(K+HR)=—, du(K+iR) = 0, 


Dom 
- 
2 


am Ä+:K) = ud + 2 arcsin (k‘). 


$. 29. 


Setzt man in den Formeln (10.) noch v+-?2mKR für x, so er- 
hält man 


sn(uv+-?2m K+2n:K) 
en(u+ 2m K+ 2n:K’) (— 1)"t".enu, 
tina +- 2m K-+-2n:K’) (— 1)".tnu, 
dn(u+2mK-+2n:K') = (—1)".dnu *), 
wie im $. 25. auf andere Art gefunden worden ist. Setzt man hierin 
entweder v=0, oder v=KÄ, oder v=:K'‘, oder v=K-+iK,, so er- 


hält man eine Reihe von particulären Bestimmungen, welche wir auf fol- 
sende Weise zusammen gruppiren. 


(— 1)”.sn, 


Functionen, welche =0 sind: 


sn(‘2mÄ-+?7nıK) = 0, en(?m+1)X+2niKk) = 0, 
tn Am Ä+2nık) = 0, dn(Qm-+1)X+(?n+1)iK) = 0. 
Functionen, welche = } sind: 
soNmÄ+-Rn+1)K) =4, dn(!mX +2 an +D:X) =}, 
eanmÄ+R2n+1)k) = |}, tn(?m+1)X+2niK) = 1}. 
Functionen, welche = +1 oder = +2 sind: 

(2m +1)XÄ+2n:AÄ) = (—1)”, tin?m X + Na +1: KA)=(—1)", 

en! Ä+- Nm: K) = (—1)”"", dn (2m X +2m:K)=(—1)". 


Funetionen, deren Werthe vom Modul abhangen: 


sn(2m +) K+ Rn +NK) = (-N".-, 


M 
en((2m +) X +(2n-+1):X) = (—1)"”. —, 


tn (Am + DX+ Rn +DiK) = (1.4, 
dn(Im-+1)K-+-2IniK'‘) (—1)". k', 


| 


nn m nn — 


"Setzt man der Kürze wegen u+-2?mK+?2niK' = u’, so findet mau die Formela 
neu’ —= (— 1)”. socy, weu’ —= (— 1)”. tncu, 
cu — (—1)"tr .cocu, due#‘ = (— 1)”.ducu. 
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$. 30. 


Cyklische Modular-Funetionen mit dem Modul z zurückgeführt auf ähnliche mit dem Modul X, 


Wenn statt des Moduls k oder k’ ein anderer, z.B. der Modul =; 


verstanden werden soll, so kann man diesen Modul hinter das Argument, 
und durch ein Komma davon getrennt setzen; die ceyklischen Functionen 


’ 1 ‚ } 
des Argumentes « mit dem Modul z sind demnach bezeichnet durch 


1 1 1 . : 
sn (1, —), cn (w,—), tn (, —); dn (1, —), und die Amplitude ist mit 


1 : . 
am (u, —) zu bezeichnen. Mit den auf den Modul % bezogenen Functio- 


. “ 1 . . » 
nen stehen die auf den reciproken Modul 7 bezogenen Functionen in ei- 


nem einfachen Zusammenhange, welcher nun aufzuklären ist, 





e Oz Be Zi 
E— n ie früher, A eine zwi: 
Es sei F VI-aVen\ d, wie irüber, % eine zwischen 


den Grenzen O und 1 enthaltene Zahl; so ist dw und also auch x imagi- 
när, wenn <> genommen wird, und es ist @ nur reell zwischen den 
Grenzen s=0 und z=X&. 


Stellen wir die Formel also dar: u A 2 
Y (i—:?) Y(ı 





, so ıst 


T 
ze 
a 


u 
ihr gemäls 2=sn (ku, —, vi—z)=en (Ru, —) und Yti-- 5) — 
dn (ku, = Wollen wir diese Functionen auf solche mit dem Modul %k 





.. . . Z 
zurückführen, so haben wir nur — =, also z= At und dz=Äöt zu 
setzen, wodurch, weil für z= 0 auch ?==0 ist, das Integral umgeformt wird in 
ot . ie ’ 
=/- . Diese ls is * der A h 
u ‚VIZmVIzen ser Formel gemäls ist aber ? der Modu 


lar- Sinus des Argumentes « für den Modul Ak, und also in Zeichen 
{= snu; da nun aber z=kt ist, so haben wir die Formel 


1 
an (ku, —) == ksnu; 
bieraus folgt aber 





1 

cn (ku, —) = dnw, 
1 ) sun k 

in (k 4,7 rn Pr enc u, 
| 

du ku,-- = cnu., 


Crelie’s Journal d. M. Bd. XVII. Hft. 1. 7 
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oo. ww is 
Conjugirt mit dem Modul —- ist derjenige, dessen Quadrat das Quadrat 


1 1. .. 1 . 13 » 
von -- zu Eins ergänzt, oder re 3: und dieser Modul ist, wenn wir 








k? 
wieder %& zwischen den Grenzen O0 und 1 enthalten ansehen, imaginär; 
’ — (1—k? ik’ 1—k? f 
derselbe ist entweder V x = 7 oder a = —. Nach der 
ı — 2 P 


gewöhnlichsten Art zu rechnen sehen wir 


ik! | 0. 7 
als conjugırt mit z 
an, und beachten dann mit strenger Consequenz die Vorschrift, dafs, 


E a BR _ R 
wenn —- für k gesetzt wird, -— für k' zu setzen sei. 


a °  k’ a wu r 
Unter der Voraussetzung, dafs — der mit - eonjugirte Modul sei, 


” ® . 1 .. » 
bestimmen wir jetzt schon den zum Modul . gehörigen Modular - Qua- 


dranten, welchen wir für den Augenblick mit %.8 bezeichnen. So wie 


» / . 1 ik’ ” 
dnK= X‘ ist, so muls auch du (R.8, —) = —— sein. 
1 
’: 


Da den vorigen Formeln gemäls dn (R.8 )= enK ist, so soll 


ur 


2 ık R > ° i a ’ 
also auch en $= — sein. Den Formeln (16.) im $. 28. gemäls ist 


k 
eon(K-+ik)= Z, und on(K—:K)= 2; daher schlielsen wir, dafs 
&$=K-—iK, und also ö 

k(K-iK') der zum Modul 1 


k 
gehörige Modular- Quadrant sei; wir hätten AK +:?K‘) als Modular- Qua- 


/ 


 _ . ur 
dranten gefunden, wenn wir —- als mit dem Modul > conjugirt betrach- 


. ik‘ 
tet hätten. Da wir aber —— als den conjugirten Modul ansehen, so ha- 


ben wir den Lehrsatz: 


Wird E statt des Moduls k gesetzt, so verwandelt sich der Modu- 
lar- Quadrant K in k(K— iK’). 
Wenden wir die Formeln (17.) des $. 13. auf die Functionen mit 


dem Modul n an, so entstehen die Formeln 


d 1 
sne (ku, —) — —. 








cn u such ? 
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1 ik’,snu . i 
nc (ku —) = — = ık’ zus 
“ .. k eu u ‘ inu tbeu ? 
m 1 
tnc (ku n = — 
Pr k iceneu ? 
1 EB 
dı Ü (% I —) = 
’ du k k cuu 
Hiernach haben wir also die folgenden Lehrsitze: Setzt man ku für u 
! ’ . ik‘ 
und z statt des Moduls k, so verwandelt sich k' in T ‚„ ferner 
A 1 sn U . i 
2. enx in dnw, ie 
1 
. k Ä 1 ae 
3. {inz ın Pr] enct%, 7. incv ım iene u? 
. .  k 1 
4, dnz“z in cn u, 8. dnexz in - .— 
c Cüst " 
i 1 . ; 
5. sucz in ——; 9. tangtdam?u in ksnzsncw. 
SC U az) 
1 k 
; N 4 fıHi to (k u, —) 4 /1+ nr eneu 
Es ist am (ku, —) = —log -—= —log - ; erin- 
k z i 1 1 Oo V I k 
1— ito \ku, — 1— 


— CcDoCu 
k' 


k 
nern wir uns also der Formel (8.) im Zusatze zu $.27., so haben wir 


sT 
— — ame’(ui) 
1 k 2 ni 
am|ku, arc tang (— encu) = !\ Ti 








* y7 , 
daher ist 
sT 
1 — — ame’ (wi) 
X am (ku,—) = tarcsin (ksnu) = ——— i 


weil den obigen Formeln gemäls arc tang e& enc u) — arcsin (ksnw) ist. 
Zusatz. Es ist 


4 ” st \ 
snzU = sınamdl, Coad = sın (7 — amu) und 
. . 7t \ 
sncU = sın amc%, cnecU = sıu 2 —amcu); 


also ist auch 
ksnü = sin am (kw 2 
’xJ? 


sin ( —am (ku, y) ö 


sin am (R (K—u), —-) : 


dn u 


\ 


ksncu 


doc = sin (# — am (KK—u), u, ; 


7* 











52 1. Gudermann, Theorie der Mod.-Funct. und der Nlod.-Integr. $. 31. 























Da nun überhaupt 2® = log Zn ist, so ist 
?amı — log ce - und gamcx = log rem ; 
e($ —amu) = log vie: und 2 (*—amcı) == ee, 
g am (ku, 23 = log pen, tam(k(K—u), 2 = log a, 
(zn (ku) = lo 
2(5 um (ik 0,)) = ig yItten. 


$ 31. 


Cyklische Functionen mit dem Modul u zurückgeführt auf eyklisehe Functionen 


mit dem Modul &. 
Auch die Modular-Functionen mit dem Modul = £ können leicht 
auf Modular - Functionen mit dem Modul %k murückgefühet Ba so wie 


k’ 1 Er 
der Modul — mit —- conjugirt ist, so ist auch . mit „, conjugirt, und 


diese Bemerkung RE schon hin, die ui, Eins sogleich aus 


ksnu 





denen des $. 30. herzuleiten. Da nach $. 30. ist to (ku, +) — „so 


du 


k' sn’ (u ) 


k' u . 5 1 
ist auch tn (r u, 7) =. und folglich tn (Kr ur, —)= do’(wı) Da 





/ i 5 . snu u an da u 
aber nach $. 27. ist sn’ (uw) =?.tnu = .. > ferner du’(wi)= —, und 


tn (r ur, 7) —?sn (ku,), so entsteht, wenn diese Werthe substituirt 


werden, die Formel 











(ru ) N. a — Zn cnc«, also 

BD | u; Tr d 

en (R‘ u, 7) snc«, 

n(Xı 7) Bi 
’ EITT tocu 
k? due u 1 

vun MU ER. 2 
— a cnc u) Pr 22-35 





dn (ru, =) 
? 


tang} am( ku, 1,77) = k.—= . 








Zweiter Abschnitt. $. 31. 33 


. = } ‘. ik .. 
Dezeichnen wir den Modular- Quadranten für den Modul 2 für den Au- 

® j Pr s y . Pi * 7 
genblick mit A.X, so muls also, weil dadK—=X'’ ist, auch dn (16, - ;) 


Ei 1 ., ik Er s 
=; sein, da „, der mit —; conjugirte Modul ist. Da aber den vorigen 


e. 3 1 
Formeln gemäls dn (1. r =) = ax st, so muls auch Euie Ey also 


dn&—=k, und daher £=K sein. Der zum Modul - —; FE gehöri ge Modu- 
lar- Quadrant ist folglich k'.K. 


Nach den Formeln (17.) des $. 13. leiten wir aus den vorstehen- 
den Formeln noch her 


Je ik\__ 
snc\k w-,;)=enu, 

jr" ik 
cnce\k U, Pr = snU, 

7 =) PR 
tnc (r u, k‘ tnu > 

dn MB 1. 

doc (R u, Z)=  — Y+2 g, © u)= cu‘ 


Da sowohl tang am (A u, 7). tangamca = 1, als auch 
tang ame (Ru, ) ‚tangama=1 ist, so ist 

Al ik a——— 

am (x U, 7) = 


W ik nn 
ame (k u, 7) = — — amu. 


a | 3 


V 


Fassen wir die entwickelten Formeln zusammen, so haben wir die fol- 
genden Lehrsätze: 


Wird Z statt des Moduls k (also 2 für k‘) und ku für u ge- 


setzt, so verwandelt sich 








l. snu in encu, 5. snc# in cnu, 
2. cn“ in sncv, 6, encz in sn%, 
. 1 . 1 
3. tn in g 7. tncu no —, 
inc u In ıs 
’ 1 dne x i 1 da u 
4. hun — = 8 duou on — = 77; 
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. sc 
9. amı in — —amcz, 
. gt 
10. amcu in ——amu, 
: 1 
1l. tangtam?x in tnzdacu = —— — IT, 
tne u dau en u 


Zusatz l. So wie zum Modul S der Modular- Quadrant %.K 


37 x u 
gehört, so gehört auch zum Modul —; welcher mit + conJugirt ist, der 


Modular-Quadrant A.K‘; daher vervollständigen wir den im $. 30, be= 
wiesenen Lehrsatz, wie folgt: 


k 
sich K in k (K—iK’‘) und K’ in k.K', also das Verhältnifs 


2 
Setzt man 2 statt des Moduls k und 2 statt k', so verwandelt 


Zusatz 2. So wie zum Modul + der Modular- Quadrant k(K—:K’) 


1 „4% 
gehört, so gehört auch zum Modul —, , welcher mit = 


Modular- Quadrant X (K’—:K), und wir haben also den Lehrsatz: 


conjugirt ist, der 


Setzt man E statt des Moduls k und = statt k', so verwandelt 


k’ k’ 
sich K in k.K und K’ in kK (K’—iK), also das Verhältnifs 
EEE 
a Fake 


Anmerkung. Die im Vorstehenden entwickelten Sätze, wodurch 


. “ ® ! ik . .. 
die Functionen mit den Moduln A, X’, z und ur auf einander zurückge- 


führt werden, gestatten nicht blofs die zahlreichsten Anwendungen, son- 
dern sie bieten auch die Möglichkeit dar, aus einigen wenigen Relationen 
eine grolse Menge ähnlicher, welche andere und andere Functionen be- 
treffen, ohne grolse Weitläufigkeiten herzuleiten. Auch der Zusammen- 
bang unter bereits gefundenen Relationen lülst sich dadurch auf mannig- 
faltige Arten nachweisen. 

(Die Fortsetzung folgt im nächsten Hefte. ) 








| KU DR nn 
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2. 


Mecmoire sur quelques integrales definies. 
(Par Mr. 4. F, Svanberg & Stockholm.) 





I. 
S; l'on a deux &quations diffErentielles du second ordre, dont aucune ne 
soit integrable en termes finis, il n’en est pas moins tr&es souvent possible 
de les combiner entr’elles de maniere, qu’on en puisse tirer une integrale 
premiere et quelquefois m&me une integrale seconde, Or si l’on peut 
. . x ’ . . (4 [4 . 
satisfaire a chacune de ces @quations par une integrale definie, leur sub- 
stitution dans l’equation primitive, qu’on a trouvee, donnera des r£lations 
interessantes, qui lient entr’elles ces quantites. C’est la recherche de ces 
’ . . . . Es ,’ . 
relations, qui fera le principal objet de ce memoire. Dans le tome se- 
cond du Journal des Mathematiques de Mr. Crelle*), Abel a donn 
un memoire sur le m@me sujet, ou il a trouve plusieurs relations entre 
. ’ ’ . ” “ ” . ’» ee 
quelques integrales definies. Mais comme il ne traitoit que le cas special, 
’ ” . » “ “ a) 
ou les deux &€quations differentielles du second ordre &taient les m&mes, 
il n’a pu obtenir toutes les relations, ni möme les plus remarquables, qui 
R » ww . , er nr . 

existent eflectivement entre les integrales, qu’il consideroit. 

Les formules, que je traiterai dans ce m&moire, se deduisent des 
Equations suivantes 


er er: +? +0: Fr 0, 
. GatP+2RZ+[O+RP+m +32] = © 


oü P, Q et R sont des fonctions de ©. On en tire 


2v__vd?’z d az 2 € ‚ 
ZT +P+2R2Gl—Py Ze+[PR+R+ 22] yr = 0, 


laquelle &quation multiplie par e/\ ara di devient integrable et donne 
Y ey= 2: 
(P+R du x 


ou A designe la fonction U eashnuen de z, introduite par l’integration, 


u ’ . ’ \ . 2 
laquelle devra &tre determinee apres quelque valeur speciale de w, qui ne 


.,, dy dz . RR . . 
rendra aucune des quantites y, 2, aa infinie. Silarrivoit dans quel«- 

















||——— 


©) Ueber einige bestimmte Integrale von N. H. Abel. 
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que cas special, qu’on obtiendroit A=0, l’equation (1.) donneroit 
2. — Rzxz,e-/H n 
ou Z desigue une autre N en FF u. 
IH. 


> : . B 
Pour appliquer maintenant les formules pr&c@dentes, nous conside- 


rerons d’abord les m&mes integrales definies, traitdes par Abel dans son 
memoire. Supposons pour cet eflet 


se f la (c+hu)rt.de, 


ı/0 
ce qui donne 





dz R 2. w 
= Um) rin at Ude, 
1? » 1 
a Na HD I rt at ude, 
0 


De plus on obtient par la diiffrentiation 
d.[e t—ayT.(e +] = 
— (+. + Ya Hat YMAtW)HLRHY) uXctu)) 
— yu(l1-+u) (c+u)M 
d’ou Von tire ensuite en int@grant entre les limites —=0 et zu 1, 
apres avoir substitu& les valeurs des intdgrales en z, 


d?z 2as (+1) + P+ 
3. du? (4 eier du + i z 


MN —aytde 




















du? ull-- u) m 0, 
laquelle Equation compar£e a (a.) donne 
a Rn EEE 0 — YtVleHA+N 
u. 1+u? u(l+u) d 


Faisons maintenant dans l’Equation (b.) 


i+c-+7 y 
BEL ER 








il en r@sultera 
d’y ı (?+e-+7r et?) day, Gr2tarf+trtD | 
4. du? +\ 7 r 1-+u zer: 7 u(1+ u) = 
Or lequation (3.) se changeant dans celle en y de deux ma- 
nieres dilf@rentes, savoir ou en remplacant & par ß, ß par « et y par 
— (2+0+P2+Y), ou aussi en remplagaut & par 1—a, ß par 1—ß et 











Pa . 2 , - =“ 
ypar —(3-+Y), on satisfera a l’@quation (4,) par les deux valeurs suivantes 
y u 1 art z)Ttde Fr Pen \1 dxz ”) 

. 0 (+ uptitit > 22 o ar ll ala Htu)t? ° 


— 0 — 


*) I ya bien aussi une valeur de z, autre que celle, que nous employons ici , qui 


satisfait A l'&quation (3.), mais comme elle ue nous apprend rien de nouveau, nous n’eu fai- 
sons meution ici. 
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Comme on a de plus PR 
| e/‘P+R)du — u(il+v), 
l’@quation (1.) donnera 


5. en) +HAratY+R Hat HN) Wy: = 


dy, 


ang) t+UtratY + Hat WU)n:= 


Pour determiner les constantes A et A’, substituons les valeurs de + ’ 


et y, et faisons puls U = x; on en conclura aisement que A=0 et 


1 Z 1 
’- (+21) /| 21 gy- dzf 2 d—x)t de. 
“ 0 
Mais on a suivant une formule connue 
2 . T (m) T'(n) 
m—L FREE n—1 => 
JS a Cana Al IY(m+n)? 


ou I'(m) represente, suivant la notation de Legendre, Vintegraie Eule- 





N 


l 





we 
rıenne de seconde espece er e*.2”” dx, qui jouit de plus des propric- 
[4 r 0 
tes suivantes 


T(m-+-1) = mT (m), IT (m) Ti—m) = -——-, 


Bin ın 1" 
Donc, substitution faite, il vient 


ne sin (c+P)r 


"smarsiofn? 





et par lu l’equation (6.) donne 
I (ct u\it!ds ll. x)da 


m ON f H “ > _—— 
(Y+2 U uf ae l— a, r (cH+ u) 


ı)Y d: ca li— z)?d 
ef srülehran 


/ . % A Een ame f— a) da 
— (tt ++ tt +) el Ta 


0 56) (+ u)i* 


sin(@ + P)rt 


— . . » 
sına rt sın d 78 








T. 











Comme nous avons trouye A=0, il resultera de la formule (2.) 


1 
fan JS te (atuyt aa 














a (z +u)etötrH VRREN uNtretrti (1+u)!tö+r Be 
ou la constante BP a et determinee par la suppositions de v— x. $i 
dans cette formule on fait y= —l, on trouve 
Bü „At— za) ide _ Tle)T(P) 1 
0 (ct u “tr? Te +P) "we (i+ujP ? 


formule donnde par Abel dans le me&moire cite. En faisant y=—c—f, 
Creile's Jownal d. M. Bd. XVII. Uft.1. 8 
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il vient 
1 „5=-1/1__ „\oel, . w 
E cr ll “ dx B= ut) I ge ay1de 
0 ud o (2+ ujetrt 9 
. \ (d (4 
ou bien, ü cause de la formule precedente, 


I — aid } T(e)T() d 
BEER — ur! [ a—1 FR... Se: I} uU 
J, x} u ( r u) T («+ ?—1) 1) u? (1-4 u)® * 


) 








|} n ” . . EN u pr 
Posons encore en dernier lieu = 1—.« et remplagons y par y—?, 
la formule (8.) deviendra 


1 dx 2 ne 1 (+ u\-1dx 
— — — a7 
# = (1— a) (o-+a)r u : (1+ u) y 


0 „im—a (i— x)* 








d’ou, en faisant u„=4 et y=n-+1, on obtient 

[ BE _d« I 1 i (a + u)" dx 

. (z-+u)" V[ei—z) ce tu] Oo we(iitu”"J, V [x (i— x) (x +u)] ’ 
ou bien en changeant x en x° 

/ PERF: .. e“ 1 I (atude 

‘ (x? u) vY |1— 22)(2?2-+-u)] “"(A+u”"J, V[i—x?)(e?+u)] 
Cette derniere formule est tres commode pour quelques transformations, 
dont on peut avoir besoin dans la theorie des fonctions elliptiques. 

















III, 


Nous continuerons ici de conserver les valeurs de P, Q et z du 
numero precedent, mais nous ferons 


m u iraty 


u 





Cela change l’@quation (d.) en 


ay | (etetr_PHr)dr (ei), —o 














du? u ‚se 1+u u u(l+ u) ” 
a laquelle on satisfera en prenant ou y=y, ou y=y,, ayant fait 
1 (—x)/t! dx . .— (des) ttr.de 
yı = / tr Heu)? y2 = art (cu) * 


Or ü cause de 








e /\P+R) du — ul+ u), 
l’equation (1.) donnera 
dz 1+« 
N 7 = (2 —y, —) 4 + +7 «Yı 2 In 4, 
P2 (1+u) ty du du (1+u)®tr .’ 








10. u (= dy, ig ee} + i-- ar ki u. 


du "du (i+u)etr " Z 


N 


Les valeurs des constantes A et A‘ s’obtiendront en faisant = x, ce 
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qui donne A’=0 et 
Az __T(e) T(A)TQ+Y) IT (—e—A—y) sin(e+P) 


7 
En substituant la valeur de A dans l’equation (9.), nous avons, apres avoir 
chang€ y en y—2, 


\ ae l— x we. u Be. tu) Pr .dx 
(1 Buf (ae + u)! —f gc® rt t Park. u )1-y 
I na— ı(1— x)? Pldo g (+ a—1 
BR uf IC an f _ x -u)—t.d I 
TY—D - 























11 0 («+ u) 2, erh — a)! 

Hs ef] de 

0 (x u)" Y 0 aatdt+yY1_ c)' 

T («) 1'(?) T (7) IR=a— P—-7) sin(@a-+, 2 7 
a(l+-uP? OO ’ 
rn r » l . . 
4’ etant = 0, l’equation (2.) donne, si l’on remplace y par — 1 ur 
12. a DE —y-lde u r' ImT ur ie P—)7 7 pa—l 1—a !dx 
0 (+ u)“ En % (@) T( P ) u“ - J/n Fe (sp or is ’ 


la constante D ayant dt@ determinde par la supposition v=w. Si p- ©. 
on fait = 1—.u, il vient 


k dx smart „ 1 ds 
E ve = -— en nspiissinehngenaswereindührenen 
„= (i— a) (sc + u)® sin yrı u zy (a +u)r? 


et si l’on fait 

















u=3;5 P= my 3 
a cause de l’Egalit@ connue 
ImI@Q—2y) _ 2% 
T4a)l43—yr) 7 siuyn? 


la formule (12.) donnera 


2 dx u ff . du 
— - = —— um ne nee 
„ art rl— a)rnt (ar u): Sin y st „ Ve l—aV Fr +) 


IV. 
Conservons encore les valeurs de P, Q et = du numdro (1}.), 
mais faisons 





_; 





1+-#+7 
R= 1+u r 


Cela pose , l’&quation (b.) deviendra 


d?y (42. 2tfe dy „au 

















de \u 1+u /du 11fu) . 
ü laquelle on satisfera par les deux valeurs suivantes de y: 
art!dx IE actdtr de 
o A-rrHa  NTI, AIerern‘ 


8 * 
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CUomme on a ausst 


l’equation (1.) donnera 
ıs. Atelsdrı 3) „ILörr, 


uetr \” du ı du uet7 En 


14. er: dyı _ a2) 4 1+P-+7 


urtr \" dn ?du u“t7 











Yyz=4#4. 


Si l’on fait v=x, apres avoir substitu& les valeurs de x, yı et y,, on 
obtient A’=0 et 
ei __ TOTATRHIT-e—- Br) sin(e+P)2 


TE ’ 








moyennant quoi l’&quation (13.) devient, apres avoir change y en y—?, 
| La t— ade fi (eu) ede 
(i— tu f E I? (1-_ narbtri 
0 (eu o rl nett 
1((— a-Idz ft (e-+u)l-2da 


fx 
I5. ” 19 dr uf, (x +1u)7 o„ cr ayetrtr-i 
Lg (— aYPAde ft (otu)mede 
{ a x ( ) 
RR 2 0 


(au) J, ar i—a)etritr-i 
Fe) (A) TR—a— B—y)sin(@ + pP) 


. 3 


BR Tritte 























Comme nous avons trouve A’= 0, l’equation (2.) donnera aprds 
avoir ehange Yy en — y—1 
16, $ TI FREI PEN Nd 
) (z-+ 1)? e)I(A)UAtuWTIJ, (24 %)7 ; 
Les formules (8.), (12.) et (16.) en eflet ne sont pas toutes les trois 
independantes entr’elles; car deux quelconques &tant connues, la troisicme 
s’en deduit aisöment. Si dans la derniere on fait = 1—c, on obtiendra 




















. dx __ siman ey 8 de 
J arte) (ke) ya rw) ei; x (l— a) (a+u)r" 
Les formules (7.), (8.), (11.), (12.), (15.) et (16.) conjointement avec 


celle qu’a donnee Mr. Abel daus le m@moire cite, constituent des pro- 
priet@s remarquables, dont joint la transcendante 


:& rc + Wit de. 
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V. 
Puisque suivant une formule donnde par Mr. Ziowwille on a 


2 p (—) duP 
Se o(Z — =) rt dc = ruf pr , 


toutes les integrales definies, que nous avons considerds jusqwiei, pourront 
etre transformees en integrales indefinies, Les &quations (8.), (12.) et 
(16.) donnent 


f uf du“ — (_1)?-® T(?) uct/ FR (1 u) du 
j Aut T N 7 Te) rd ut 3 


Fi dat (—1)r-® T(y) dx? 








up (i-+u)® we * l(e). Fr - (1+ u)Y ’ 
Fi iu ee fr du 
we (i+u)? — (+ u)r° l(e) . uer?-y (i+u)i ? 


formules dignes d’etre remarqudes, parcequ’elles montrent, quil n’est pas 
impossible de transformer des integrales ä indices fractionnaires en inte- 
grales multiples.. Si l’on pouvoit trouver un moyen de faire toujours de 
transformations de cette sorte, le ealcul diffErentiel a indices quelconques 
en tireroit les plus grands avantages. Ces trois dernieres formules sup- 
posent, comme on sait d’ailleurs, que toutes les integrales soient prises de 
maniere ü s'evanouir avee =». 


v1 














Supposons en second lieu 
17. 3= 


dx 
o all+R) (at)? 
ce qui donne, pour determiner 3, l’&quation RR suivante: 


#2 „(etz _Atr)de, zl-e-tn, — 
du? +( 1—ıu A a er RE WE 


u 














laquelle comparce ü (a.) donne 


p = +r_b+r 0 = 2i=e-8-p 
uU 


1—u? ull—u) 








Faisons de plus dans l’@quation (d.) 
R= Be ie.g, P+r—1 


4 u. 








par ou elle devient 














d?y +7 — 2—-p-;3 2) dy + y-1)2—e—ß—)7) ya v 


du? u 1—u du 
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laquelle on satisfera par les deux valeurs suivantes de y, 
” (at u)etrtr—, do 


-—/f: "A+zyP-1 ds 
= — - y= Ä h 
Ä ur TER es a? (1+ 2)% 





Comme on a aussi 
e/‘P+R)du — uil—u), 


Icquation (1.) donnera 


| d 
18. ul) (N) + at tt Yu)yız= A, 


du 


17 dz 
() f 72 —— 2 u —— mn Ü\ f N Y Ph, / . — im’ 
19. u 1-2) (z Tea yE) + a—y+leo +3 +y-YW)yz=4. 
Si Ton substitue les valeurs de z, y, et y, et que puis on fasse « — 1, 


il viendra 


N u HE = v-nD/ - dxz = dx 
ErYTD,, tra), Feten 


un 0; Als dx RR dx 
Ä = (5+y—1) —n —: 
Jo air. alarm 


J 














Mais on a suivant une formule connue, 





z dx I ({—m) T(m+n —1) 
0 


d’ou il resulte enfin, tout calcul fait, 
7 sin(#-+ yıı 
sin @r sin a P-FyY) du 
sin(, — 
Fr TU-)TU—-ATU-YTa+Lß+Y-1), 


—— 
d  —o. 














4' =. .- 
et au moyen de cela les @quations (18.) et er d@viennent 
E a-l({-Ly)’-1da 
v—1) u l—u / Ü ni DE 
or ir ) 2 zur» (hu). (2-+ u)?” 
/ da A 
yvull—u MR nur Fi Wim 
+ Y \ ) 0 ar A (ae + u)!=7 


4 7 ın n\ ” & a—1 1+2)-1 dx 
lI-a-y+Hc +2 + y 2) u 4 th. 1x 
+ ( N Ä us ee + Y FAR x“ Teer} (c-+u) \yY (x + ur 


zsio(d+y)r 











\ _ sinansiu(et R+}7) 1? 
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” 1x " (e+u)° +? KL .d a 
d =—N)) u auf € - - 5 PO 
( ß | Y / \ / R a (I+x)P (tu) J, acht (+ 2 a 


| / e d X r (e+u)° +PryY? da 
ut FRE... RE ben 
4 yu(l w/ x (1+x)? ( xH+u) 7 zP(1+: ey“ 
‘ i Ic ua (: > u)" 
+ Aa Ha + DS en) Ta 


sin($+y)rr a ee; u) 
 FRET a) TAB) Pay) Tat +10). 
VH. 


Conservons toujours les valeurs de P et Q du numero preeddent, 
mais faisons 





| 


R—= 7 


1 





l’@quation (b.) se changera en 


d? Y 2 — OmY ß rt) dy P I ot) 
7 73 


u. -Y == () 
du? u 1 Y 


du u(l—u 
a laquelle on satisfera en prenant pour y une quelconque des deux va- 











b 


leurs suivantes: 


yı ER 0 (I-+zx)r(ac-+u)“ b Ya rn4* Atajtar* 


v) 





Comme nous avons de plus 
es P+R) du — ul—u)tr, 


l’equation (1.) donnera 








TR dy dz \ 
u— ut (: —ı_ Br I 4 —y)1—u)) Hr.zZYı —— / 
( / du PR ri YV Ji 4A, 
I ı? L, dy \/ wie 
uatl— ut (= 2 Y =) 1—a.—y v\/l—uVtr,zsyv, = A. 
\ J du ? du +( J J 2 - 


Si Pon fait v=1, on trouve A=0 et A’=0, d’ou lon conclut en- 


suite en vertu de l’equation (2.) 




















u. n ar t,der _ FÜ-REG er: uf” dx 
”- 0 (A-+-x,’7(e--uj® Tr (1—e) 5; (+7) nn TC | I+x P (X + u)? ’ 

q: "ar l(au)e-i.da I (A)T(y) werr-! - __d: c 

2 j. u a — ; "7 2 PO IE — 








er. (+ a)H+7=1 Ti1— ea) Via +/+y—1)J, (| +8) (+ ur } 
les constantes ayant dt‘ determinees par la supposition « — 1, 
Von 
Supposons en dernier lieu P et ( les mämes, et 
R= Psr—3 


1l—u 





b) 








% 
64 2, Svanberg, memoire sur quelques intdgrales definies, 


l’equation pi devient 
a+Y _2—=P—y\ dy @(1—ß) 
+ )2- 


1—x u(1— u) = 0, 








- 


A cette &quation on satisfera par les deux valeurs suivantes de y: 


AR, Herten, dx vo f dt (cu) dz 
— x + u)“ ’ Alan a cetötr— 











De plus on a 
e/‘P+R) dus = quetr (d—u); 


donc l’equation (1.) donne 


j a lt. dy dz 
24, wrii—u (: =. 1,5) ++ Yy—1)utry, 


dy, j dz 
Benz) t ty Merry A. 





4, 





25. wtrlii—u) (: 














Pour determiner les deux constantes A et A’ faisons u = 1; tout 
calcul fait, il viendra 
__ Sn (+7 
A= z uk (1— &) T 1—ß) T’(—y) (ae +P +y—1), 
re sin(d+y) 
7 smersinte+P+7r)n 
Ges valeurs, aussi bien que celles de x, y, et v,, substitudes dans les j 
equations (24.) et (25.), donnent enfin 
af fernen 
TE), rer), ehe 








2 ‚% 2 
dx 1+ „)et?4+72, q: 
ef PER az 
Io aUrR)(eru) ai (a ut! 


v) 


f | 72 dx 7 { . \c+2-# -2, 
+4 / u z Ku da 
J, za l+r) (a+u)r . x (c2-# u)® 


20. 








sin tn Pie) TA—B)TU— „Te +P+r—1) 


N u“tr 2 


Bf ef res 
(mM mi,\ re x" (14x) (tu). en + 














0 


Re =: Alert ge 
” am) - Tee er emene Ä 














zetrrty— 


Ä . dx F A+2) 18 -Lu)Wt dr 
N u \ } R 
rerY 1) „ «(l+r) (e+u). 


Pe nsn($+7)n 








zart 





sinar sin(a+ß-+y) rn * 
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Les formules (20., 21., 22., 23., 26. et 27.) conjuintement avco 
celle, qu’a donnee Mr, Abel dans le tome second du Journal de Mr. Ürelle, 


constituent les principales proprietes de la transcendante z representee par 
la formule (17.). 





IX. 
Considerons l’&quation diffErentielle 
d?z (er 
28. dus +( + 1) da +- Br =(, 


ä laquelle on satisfait en Ren 


1 
z = / er a — wi .de. 
0 


La comparaison de cette @quation avec (a.) donne 





Sı done on fait 





l’&quation (b.) ar 
d?y 2— a —P os 
2 Il +) PR N 
Or si dans l’equation 28.) on remplace « par 1—ß, ß par i—u 


et z par y, elle se change completement en (29.); d’ou il resulte, quou 
satisfera ä cette derniere en prenant 


1 
y- £ ex, ar l—r). de. 
u, 6 


Comme on a de plus 








e/F+R) dıs — ue”, 
l’@quation (1.) donnera 


„dy a = 
30. ue (: u, yZ)+(—a—p) e. yz mA 


La constante A se determinera suivant la valeur counte des inte- 
grales dans la supposition de #= 0, ce qui doune, tout calcul fait, 
y a sın(a+ fjr 





— u 


sinarı sindr 


moyennant quoi l’&quation (30.) donne 


ex, dx 1 omux „a de l g-ur, u ;) de i ei. de 
. I RE ZU u uf " i—o rn 
a), Gear), "oa, ae 


0 


uf N A tn 

















" ar t— a)/ oo arme a)? a "sin ar sin dr 





Crofie's Jonrnal LM. Dd. XVII. Ilit. 1. G 





4 A 

en in 

H Dr rn ae ° 
= a 
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Posons dans les equations (a.) et (b.) 








Ia 1—2eo 
pP = — — 1 R =! 
a 0 ; Bun 
nous aurons 
d?z 2a dz 2 ru ai EZ. ? 0 
du? 7 du ee I du? u "du nr I 


et ü ces &quations on satisfait par la supposition de 


un I: dx cosux Il da cosur 
en I—a 9 da *® 
(1— x?) } 0 (1 x?) 


Comme nous avons de plus 





l’equation (1.) donnera 


. _dy .dz 9 „> RB: 
31. u(F—yZ)+(—2o)y2 = 


au 





Si l’on fait w=0, on trouve 


1 ı 1 
A= an a—2f (1— rg . et 


mais comme on a 


. (1— 2? )!-« n>% 21 (4-+e) b) N (1— a2)“ 2 7, 2) s 


O 0 




















il viendra, tout calcul fait, apres les proprietes connues de la fonction 1, 


GT 
A= % cot 47. 


Les valeurs de y, x et A substitudes dans l’dquation (31.) donnent enfin 


er / ledxsinux Fi ı dc cosux 
2 \l—a f s2\ıa 
Io (1—ı Pe; (1—ıx y 


0 


uf dx cosux FF x de sinux AR 
2 \1l— ma\d = — Col uüUR. 
Jo (li) /, im 2) 2 


| ce ı dx cosux I dxcosux 
+ (1—2u) / 
h 0 (1— x? )1-« 0 (1— x: )“ 


XI. 




















Soit encore 
P=,, 0=Hl-u), R=-—5; 


les ya ad et (5.) Jdeviendront 
d?y u dy © 








14 t+7 = tu o)2= 0, du 2° As: 
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al , 1] 1} satist; ‚t an Y ar t 
IX. te es on *alısial en pren rıE 
D n 
x: dx RTRT dx 
z = / e rr cos UX Bee 3 Yy mans f e x2 LUX pr u . 
“ 0 c® l 0 3 TER 


Si on snbstitue ces valeurs dans la formule (1.), et qu’on determine la 
constante A par la supposition de v=0, on obtient 














ee) 3 0 dx 
/ dr / E" COSUL.— 
0 0 x 
r UK X? da f x? _® Dun? sT 
+ e iz er” mur.2i.de ) = iu: 4 
« ‚a Eu a A cos ru 
uU i UX—X er " ” x 2 
Fra =1. ET, — e° COSUL.— 
2J/o x 0 x 
XII. 
Soit en dernier lieu r 
p_— I-2utVu? er re lu R— CrzdVu 
—  ull—u?) ? u? (l— u?) . ae © 


les equations (a.) et (b.) se changeront 
d?z , 1—2(u-t1)u? dz n?+ u (u-H1) u? 








x m Ü, 














du? ull—u?) "du u? (1—u?) 
d?y 1—-2N— u)u? dy n?+(?— u)(1—u) u? 

- — T—  — _ «Y- us: U, 
du? u(1—u?) du u? (l— u?) . 


A ces @quations on satisfait en prenant 


z = / "+ u00sa)” cosnx.dı, 
J/ 0 

= / (ru cosxy—Tcosnz.dx. 
0 


Comme on a de plus 
e/‘P+R) du — u1—W), 


» 


l’@quation (1.) donnera 


ul— u) («2 —y 


du 


dz 
du 
En faisant © —=0, on obtient A=0; par consequent il vient en vertu d 


)FeuDueyz = A. 


l’equation (2.) 


nn osn®.d: 
32. z (1+ucosx)"""cosne.de = Ba—wyi/ muu.az 
0 ı 





o (Al-ucosr)“ 
Pour trouver la valeur de B, il faut le considerer comme fonction 
de n; nous le desiguerons pour cet effet par B,. Soit de plus 
(1+u cosx)“ — P+ 2Pp., cosxc + .... +2P, cosnzc + etc. j 


(1+ucoss)" = 0+2 Q,cosx + ....+20,cosnz+ etc.; 
g :% 
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nous aurons en vertu de l’@quation (32.) 

33. 0. = B,t—wyiP.,. 
Mais on tire aisement des series pr&c@dentes, que nous avons supposees, 
ies relations suivantes 


24, I@ +1— W)uP,u+?2nP +n—1+WuP._ = 0, 
! n+pu)u 0,1 +2nQ,+(n—u)u0Q,-ı =0(, 
ou bien, si dans la derniere on substitue les valeurs de Q,,,, Q, et Q,_,; 
tirees de la formule (33.), 

35. n+ı)u Bu P,u+2nB,P,+n—wWuB_.P_., =. 
Eliminons maintenant P,_, entre les @quations (34.) et (35.); nous ob- 
tiendrons 

(rn +1— u)(n— u)u BB, Pıpn — (nt u)(n—1+ u)u B,zı Pass 

= ?nP, [(n—1+ 1) B.—(n—u) B,_1]- 
Si Yon divise les deux membres de cette derniere Egalite par Zn(n—1-+u)P,, 
et que puis on fasse U = 0, il viendra 
“ n— U 
36. B, = ee B.ı. 
Si dans la formule (32.) on fait n=0 et u=0, on obtient 3, =1, au 
moyen de quoi l’&quation (36.) donne en general 











BEN | — 2 u—3 u—n 
B — (—ıy € R- . ...o i Pr 
rw 3 SE © Sddar 75, 
La formule (32.) ne differe pas au fond de celle qu’a donnee Euler, et 
qui se trouve dans le tome IV. de son Calcul integral. 
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3. 
Zur Theorie der Kettenbrüche. 


(Yon Herra Dr. Stern zu Göttingen.) 





1. einer früheren Abhandlung (Bd. 10. d. Journ. S. 241 ff.) habe ich zu 
zeisen gesucht, wie man, wenn ein Kettenbruch und eine Reihe einander 
entsprechen, so dals 
Fi+x:,+x°:%,+....) = 1+4A4r+428°-+.... 

ist, sowohl aus den bekannten Grölsen a, , a, , .... die Grölsen A,, Ab; --:», 
als auch aus den bekannten Grölsen A,, A,, .... die Größen a,, a, --- 
durch ein recurrirendes Verfahren finden kann. Ich bemerkte damals 
zugleich, dafs es mir nicht gelungen sei, die Frage zu lösen, wie man jede 
der Grölsen A,, A,, ...., ohne die vorhergehenden entwickelt zu haben, 
unmittelbar aus den Größen @,, &, »... und umgekehrt diese aus jenen 
finden könne. Später habe ich diesen Gegenstand mit mehr Erfolg un- 
tersucht; hier beschränke ich mich jedoch vorläufig darauf, zu zeigen, wie 
aus den bekannten Größen a,, @,, .... jede der Grölsen A,, 4;; --- 
unmittelbar abgeleitet werden kann. 

Ich bediene mich hierbei einer schon in der erwähnten Abhandlung 


angewendeten Bezeichnung. 
Es sei der Kettenbruch 
F(a,a,) = Fa +1:,+1:,+....+1:u,) 
gegeben; entwickelt man den Zähler -desselben, so enthält dieser Glie- 
der, in welchen alle Elemente a,, @,, .... a„ und andere in welchen 
nur m—?2 oder m—4 u. 5. w. dieser Elemente vorkommen. 

Ich bezeichne die Summe der Glieder, die m —n Elemente enthal- 
ten, durch (@,, 4,„)„. Ist nun 

Fi+xz:,+8:9..)=1+A4A2 +4,24 ...., 
so hat man (Bd. 10. d. J. S. 241.) 

(4 5 @n), Amt (4, 4m), Am-ı + (0150), Ana + +... = 0. 
Betrachtet man daher die Elemente a,, @,, a; u. 8. w., und mitbin auch 
die aus denselben gebildeten Ausdrücke (a,, a,),, (44,), u. 8. w. als 
bekannte Größen, so kann man m Gleichungen bilden, in welchen die 
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Größsen A,, A,, A;, .... A„ vorkommen, und aus welchen man durch 
Elimination den Werth von A, finden kann. Es ist nemlich 





a, A,— 1 um O5 

(a, y d;), A, + (a, ’ 4d;), A, = 0, 

u (4,,4;), A; + (a, ,a;), A, = 0, 
un 

= U, 


(a, R) 4,), A, + (@, > 4,), A; -i- (a, a a,), A, 


(a I Am)o A, + (a, P/ An % Au + (a; > An); An + |... >. 


Das Resultat der Elimination wird sich leichter übersehen lassen, 
wenn man für den Augenblick statt des vorhergehenden Systems von 
Gleichungen, das folgende betrachtet: 


1, A, — 2ı =0, 
1, A, + 2,4, = 0, 


Il 


9) 1; 4; + 8; 4, 
1, 4, + 2; 4, + 3, A, 


0, 
07 





| 1,.. Ant 2m A„n+ 3. An: ee. — 0; 


wobei zu bemerken ist, dals in der ten Gleichung (die erste ausgenom- 


nn m { ” “ . 
men) — +1 oder + Glieder vorkommen, je nachdem m eine gerade 





— 


oder ungerade Zahl ist; das letzte Glied dieser Gleichung ist daher im 





i ın m R m 1 
ersten Falle = (+1) A, und im zweiten =( 7 ) Anzıs 
- m =” uf rn 


2 





Führt man die ersten Eliminationen wirklich aus, so findet man 








2, 
4A, — 1. 
1 
Bi, 
A = u ri. 
Du En 2 
4; Ben ‚pe A 
oa a au 2 
AT... ie Aa 10 77, Ä 
? 2, 2, 2, 3 22 4 RD A B0L.D5 
rs 4, 114. 5, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1,’ 
BRECHEN IE NEE RIO EEE 
ai ig Pas yas ie Fe Fe Tu TREE EEE 
+ 2, 23 22 2ı __9e 3s an 0a 08 RN 
1 75 Fo Fi Pe Pas ya 2 1, 1, 1, 1, ° 








5) ‚ rn . r .. . 
9. Stern, zur Theorie der ÄAettenbrüche. 71 


Um nun die Bildung des allgemeinen Gliedes A, zu erkennen, be- 
merke man zuerst, Jdals in allen durch + verbundenen Theilen, aus wel- 


chen ein jedes A, von A, au gerechnet, zusammengesetzt ist, der gemein- 
92 9 

schaftliche Factor .,78 vorkommt, und zwar aus dem einfachen Grunde, 
2 1 


99 
weil alle folgenden Glieder aus 4,— — 7*.7" gebildet sind. Man kann 
2 ı 


daher diesen Factor absondern und braucht blofs die Bildung von A,„: „ 7 
2 2 


zu untersuchen. Ferner sieht man leicht, dafs es nur erforderlich ist, die 
Bildung der Zähler der einzelnen Theile zu kennen, da sich die Bildung 
der Nenner daraus von selbst ergiebt. Man braucht nemlich nur zu jedem 
Theile p, des Zählers den Nenner 1, zu setzen, da man allgemein 


2 Fi 3 4 
m n 
m A. — — — A. — Zr A . ’ winan x f > .ee 0 » 


12 Rn 
va 8 Im P Im En 


hat, also in dem independenten Werthe eines jeden A überhaupt nur Aus- 
drücke von der Form nu vorkommen können. 

Ferner gilt in Rücksicht auf das Zeichen, durch welches die ein- 
zelnen Glieder jedes A verbunden sind, die allgemeine Regel, dafs das 
positive Zeichen genommen werden muls, wenn der Zähler (und also 
auch der Nenner) des Gliedes das Product einer ungeraden Anzahl von 
Elementen ist, im entgegengesetzten Falle aber das negative. Die Zähler 
jeder folgenden Grölse A, werden nemlich nach Formel (3.) aus den 
Zählern der vorhergehenden A,„_ı, A„_, u.s. w. dadurch gebildet, dafs 
noch ein neues Element mit negativen Zeichen vorgesetzi wird. Ist da- 
her die angegebene Regel für die vorhergebenden Grölsen richtig, so gilt 
sie auch für die folgende A„. Nun hat man wirklich 

2,.2, 


2 
ae HE Fo et 


+ >» 


1 - 





die Regel gilt daher auch für A,, A;; und we für jedes folgende 4. 


Am einfachsten findet man nun die Zähler des Werthes von A,,, 


indem man sie allmälich durch Hinzufügung der passenden Elemente aus 
den Zählern der vorhergehenden A vermittelst der Formel (3.) bildet. 
Bezeichnet man allgemein den Complex der Zähler von A,, insofern man 
den allen Gliedern gemeinschaftlichen Factor 2,2, absondert, durch D,,, 
so folgt aus Formel (3.), je nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl ist, 
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M \»- = Bu 3m Bar...— (2 +1) B, oder 
Ba ie Bun... (EI) Bar 
und 
BJ DB, = 41442 
B, = 2, 26125 38 
BD, = 2,12; 2ol3s 3 _ 
3 361 24 25 
B, = 2) el 34 
2; 3 4; . 
3:23 iR 


1. 8 W. Um nun z. B. den Werth von A, zu wissen, braucht man nur 
jedes Glied von B, mit 2,2, zu multipliciren, das gehörige Zeichen hin- 
zuzufügen und unter jedes p, den Werth 1, als Nenner zu setzen. 


Man kann aber den Werth von B,, auch finden, indem man die 
einzelnen durch + verbundenen Glieder desselben unmittelbar aus ein- 
ander ableitet. Das erste Glied ist nemlich, wie leicht einzusehen, 
Im lmarııe+ 27262524235. Aus diesen findet man nun die übrigen wie 
folgt. Man schneide zuerst die zwei letzten Elemente 2,2, ab und setze 
statt derselben 3,: dies giebt das zweite Glied 2.2 nnı ....2726 25 34. Als- 
dann schneidet man die zwei Elemente 2; 2, ab und substituirt statt der- 
selben 3,: dies giebt das dritte Glied. Hierauf hebt man die drei Elemente 
2,2, 2, heraus, substituirt in allen vorhergehenden Gliedern statt 2,2, das 
Element 3, und dann statt 2,2,2, das Element 4,; eben so verfährt man 
mit 2,2,2;, indem man in allen vorhergehenden Gliedern zuerst 3, statt 
2,2, und alsdann 4, statt 2,2,2, setzt. Dann hebt man die vier Elemente 
2,2, 24 2; heraus und setzt allmälig 3, statt 2, 2;, 4 statt 2,2%, 5s statt 
2, 2; 2, 2; in allen entwickelten Gliedern, und auf ähnliche Weise verfährt 
man hierauf mit den vier Elementen 2,2; 2, %, u. sw. Es ist leicht ein- 
zusehen, dafs dieses Verfahren im Grunde mit dem früheren zusammen- 
fällt und ein Beispiel wird dies zur Genüge deutlich machen. Es soll 
z.B. B, entwickelt werden, so hat man 

2 27 25 25 24 23 
3, statt 2,2, giebt 2, 23,2%23:2 
1 re 
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262524 
3, statt 2, giebt HU 
2; 27 36 34 
4; r % 2; % > 3 2, 4, 2; 
2, 2,2, 
Me © RENT 
2g 35 25 34 
2, 343, 2 
| Sr 3.9, a EEU2, 
2,43, 
2,9442 
Is w 2,2 ” Is 26 25 24 2; 
es 26 25 3a 
33 26 35 23 
Be 36 24 25 
3,3 
33 4 2; 
4; . 2,27% ., a2 
ds 25 3; 
4352; 
7 7 25 2; % 2; "m 8 2; 2; 
3 


er 


. 


Die Anwendung des Vorhergehenden auf die ursprüngliche Frage 
ist leicht gemacht. Hat man A, aus den Gleichungen (2.) gefunden , so 
kennt man auch den Werth von A,, in den Gleichungen (1.), sobald man 
statt 1,, 1, u. 8. w. die entsprechenden Grölsen «,, (4, %), u. 8. W., 
allgemein statt r, die Grölse (a,,a,),,- 
immer 2, —=1 ist. : 

Es ist z. B. gegeben 

e® = Fi+x:1—r:2+2:3— 2:24 2:5—r:2....). 
Verwandelt man diesen Kettenbruch in die Reihe 1+A,x +4. hr 
welches wird der Werth von 4, sein? 
’ Hier ist 
9979.99 


A: — ZU ÖL tut _3 2] 
. 2.2, 21, 3,3, 1,1, 1,1, . 


„, setzt, wobei noch zu bemerken 








Entwickelt man nun den Kettenbruch F(1+1:1—1:2+1:3—1:29-++1:5....) 


und vergleicht ihn mit dem allgemeinen Schema Fa, +1: +1:4,-+....), 
Crelle’s Jousnal d. M. Bd. XVII. Hft.1. 10 
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so Ist 
u een 1, 

(a,aa,=h=1; Wa, =1, 

(as), =b= 235 (a,a),=23=1, 

(4, d;), 1, 5b; (4, d,), u 2, 22 0% (@,; a,), =3,—1, 

4,4), =, ml, (aÄa,=3;=d, (W,a),-3—l, 
also 

a Bye Bi mh 
| 1.1 112.6.2 12.6 12.2 24 





Gelegentlich will ich hier noch eine Berichtigung zu meiner frühern 
Abhandlung über die Kettenbrüche mittheilen. Ich stellte nemlich damals, 
nach den mir bekannten Kettenbrüchen, die Vermuthung auf, dafs, wenn 
in einem Kettenbruche nur positive Zeichen vorkommen und die Theil- 
zühler im Verhältnisse zu den ihnen entsprechenden Theilnennern immer 
zröfser werden, der Kettenbruch immer eine irrationale Grölse ausdrücke 
(Bd. 11. d. J. S.41.). Ich habe aber später Kettenbrüche entwickelt, 
die das Gegentheil beweisen. Es ist z.B. (Euler Introd. ın un. inf. 
$. 293) 

4 = 3.2.8.3:$. 8-0. 
Verwandelt man dieses unendliche Produet nach dem im 10. Bande d. J. 
S. 266 augegebenem Verfahren in einen Kettenbruch, so hat man 


ı — F(1+1:2+2.3:1+3.4:2+9.6:1+6.7:2...) 
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4. 
Beiträge zur näherungsweisen Berechnung bestimmter 


Integrale nach der Methode der Quadraturen. 
(Von Herrn Prof. J. L. Raabe zu Zürich.) 





1D:e Methode der Quadraturen zur näherungsweisen Berechnung bestimm- 
ter Integrale erhielt erst durch Poissons Bearbeitung *) dieses Gegen- 
standes eine streng wissenschaftliche Begründung. Denn die, dieser Me- 
thode von Maclaurin und Euler beigefügte Correctionsreihe ermangelte 
eines Kennzeichens aus dem der jedesmal Statt habende Fehler beurtheilt 
werden könnte. Diese Lücke ist durch das von Poisson dieser Reihe 
noch beigefügte Ergänzungsglied völlig ausgefüllt, wodurch in theoreti- 
scher Beziehung der Gegenstand als geschlossen angesehen werden darf. 
Für die Anwendung hingegen ist der groflse Vortheil dieses Ergänzungs- 
gliedes bis jetzt nicht genügend aufgedeckt worden. So ist z. B. der 
Fall, wenn sämmtliche Glieder der Gorrectionsreihe in Nullen übergehen, 
nur oberflächlich erläutert. Das Paradoxe desselben ist zwar durch das 
Dasein des Ergänzungsgliedes gehoben; allein man sieht nicht recht ab, 
wie dann nach der Quadraturmethode die Rechnung zu führen sei. Im 
Allgemeinen vermilst man ein Verfahren, welches den Genauigkeitsgrad 
eines nach der Methode der Quadraturen bestimmten Iutegrals anzeigt, 
wenn mit irgend einem Ineremente der Yariabeln die Rechnung angestellt 
wird, und umgekehrt, 

Die Aufklärung dieser Puncte wird den Inhalt der vorliegenden 
Beiträge ausmachen, 

1. Stellt D (x) eine innerhalb « und 5 (ba) continuirliche Func- 
tion von £ dar und setzt man 

b—-a=no, 

wo 7 eine ganze positive Zahl bedeutet, so enthält eine der folgenden 


drei Gleichungen : 





*, Memoires de Vinstitut 1823. 


10 * 
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SVoar = wa) +Ma+u) +a+2) +... + Pat no], 
SOa)dr = [dat +Pla+20) +... +Platn-1u)+ BD), 
Sva)de = w[3Pla)+ Hatw)+Plar+?w) + ....+P(a+(n-1)w)-+49(b)] 


die Integrationsmethode der Quadraturen. Je kleiner das Increment w 
gedacht wird: mit desto mehr Genauigkeit bestehen auch diese Gleichun- 
gen. Diese Gleichungen sind vollkommen richtig, wenn w als ein unend- 
lich klein-, also n als ein unendlich grols- Werdendes gedacht wird. Den 
Unterschied im Resultate, falls » einen endlichen Werth annimmt, wel- 
ches letztere Resultat nur einen angenäherten Werth darstellt, suchten die 
Geometer durch Reihen, die nach den Potenzen von w fortgehen, darzu- 
stellen. Legendre fand *), wenn die dritte der obigen Gleiehungen fest- 
gesetzt wird, diese Reihe unter folgender Form: 

7,9) -Oala + PM) Pla — KW) Da)la +... 
wo 

i 1 


. ER 24 1 
Y,= ;# Y, = 15357P: Y,= 1553 4. =; Bo; u. 5 Ws. 


und B,, D,, BD, die Bernouillischen Zahlen sind. Ein Ausdruck von der 
Form ®B; m) stellt hier und in der Folge den Akten Differentialcoöfhicienten 
der Function ®(x) vor, wenn nach vollzogener Differentiation x = m 
gesetzt wird. 

Die hier aufgestellte Reihe wird die Correctionsreihe zur näherungs- 
weisen Berechnung der Integrale nach der Quadraturmethode genannt. 

Endlich hat Porsson, um diese Correctionsreihe sammt ihrem Erzeu- 
gungsgliede zu gewinnen, eine mit der folgenden Gleiehung ganz ähnliche: 


I, Svod= — w[1 m eig a+w) + ar?) + ....4-0d(a+ (n-1)w)+4%(2)] 
PR" EA O (x) ee dx 


a 
aufgestellt, in der das Summenzeichen auf alle ganze und positive Werthe 








von g sich erstreckt. 
Am schnellsten BEER man zu derselben, wenn folgende Gleichung: 


we /, Me ade + = =(/ Pea)os2eEe =D dr) co 2 


ba 











*) Trait6 des fonctions elliptiques, T. H. 





® 
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zum Grunde gelegt wird, die zur Darstellung der Functionen in Reihen, 
welche nach den Cosinussen der Vielfachen der Variabeln fortgehen, dient. 
Wird nun in derselben nach und nach v=a, u=a+tu, u=a+t?2u, .... 
u=a+(n—1)», u=b gesetzt und dann die Summe derselbeu genom- 
men, nachdem man noch früher die erste und die letzte mit 4 multiplicirt 
hat, so ergiebt sich nach einigen Reductionen die obige Gleichung (1.). 
Durch Integration p.p. > das rau Integral in Gleichung (I.): 


er D(x) cos-& EN de, 


in eine nach aufsteigenden Potenzen von w° fortgehende Reihe über, wo- 
durch endlich erhalten wird: 


I. E "Ola)dr == 
HP) + Ola +) + Pla+ 20) +... + Pat n— 1a) +49) 
Ol FL ale 
+— 1)” Yon [D».-1(0) nr. Dani (a)]w” 
+17 (2)" = e=x 4 fi D,. (©).cos nnd #7 


ırı 2 ® 
Diese Gleichung, in EV 
r 2 1 1 1 
1. a mltatemtet--) 


ist, lüset das Problem der näheruugsweisen Integration nach der Methode 
der Quadraturen vollständig. 

Die erste Zeile dieser Gleichung drückt die allgemein bekannte 
Integrationsmethode der Quadraturen aus. Die zweite Zeile corrigirt die 
erste, falls in derselben » endlich vorausgesetzt wird. Die dritte Zeile 
endlich enthält das Porssonsche Ergänzungsglied, welches zur Schätzung 
des mit der Gorrectionsreihe noch begangenen Fehlers dienen soll. Die- 
ses Ergänzungsglied bildet die Basis unserer folgenden Untersuchungen, 


2. Stellt man durch R, den numerischen Werth dieses Ergin- 


zungsgliedes dar, so ist 


R.„.=2 ar = FIR OD, (2) €08 ad Se)gz, 


In 
—— 





und wegen 





cos re Ze) — 2 (cos EZ), 1 
w (3 





hat man auch 
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2 2, 2)": ET A D,m(z) (cos! ER dx 





Im S 1 


17 
en] (3 .) gm Ex D,n (2) dx, 


Ei 

Betrachten wir nun zuerst den Fall, wenn die Function ®,,, (2) 
für keinen der Werthe von x, die innerhalb # und 5 liegen, eine Verän- 
derung im Zustande des Zeichens erleidet, oder wenn diese Function von 
z=.a bis ıw=b dasselbe Zeichen behält, so besteht, was die numeri- 
schen Werthe betrifft, folgende Ungleichheit: 


am 04 ö a [x— a)\? 
3. 4 (5—) = m), D,n(x) (cos! > ) dx 











g“® 
% 


u 


<4(2)' Kr - if D..(z)dr. 


I 7 
Daher hat man mit Berücksichtigung des aufgestellten Werthes von BR, 
mit Gleichung (2.) 
nn GR { 
BEE Om (a)de 


” rn 0 


„15 Ze 





Nun ist 
er 
/ d,.(a)de = Dann (d) — Pom-ı (a), 
Also, mit Zuziehung der Bedeutung von Y,, nach Gleichung (1.), 
4. R,, < | Mi [P.m-ı (b) . Drm—ı (a)] wer, 
Vergleicht man dieses Ergebnils mit dem letzten Gliede der Corrections- 
reihe in Gleichung (II.), so kann man folgenden Satz aufstellen: Wird 
der Werth eines Integrals nach Gleichung (I11.) bestimmt, und bricht mit 
irgend einem Gliede der Correctionsreihe, 2. B. mit dem Gliede 
(—1)” A Bi ‚(b) — Du (a)] gr 
die Rechnung ab, so ist Pr hiebei begangene Fehler numerisch kleiner, 
als das letzte noch gerechnete Glied der Correctionsreihe, wenn die Func- 
tion O(x) von =a bis z=b ein und dasselbe Zeichen behält. 


3. Als Anwendung dieses Theorems eiguet sich sehr gut das In- 


2 dx . . 
, y y an , 
tevral f € —, wobei «a >0 gedacht wird, 


Es ist bier 
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D (x) 


w 


en 
x 

D,(@) = —(- +) e, 

= +++) 

= -Ktatsta)e 


Don) = — [2 + (2m—1)2"? + (Qm—1) Am)... 
—X 
+ (Im—1) (2m—2)....43.2.1] 


Om (a) = +le” + 2mar” 22mm —1) rt... 
..t+2m (2m—1) ....4.3.2.1] 


Dals die Function ®,„(x) für keinen endlichen Werth von x ver- 
schwinden kann, wird aus den positiven Co&ffiecienten des Ausdruckes in- 
nerhalb der Klammern gefolgert; und da dieselbe Function von x = « 
bis = x continuirlich bleibt, so gelangt man zu dem Schlusse, dafs sie 
im Bereiche dieser Grenzen beständig positiv bleiben muls,. Wenn daher 


e—X 
?m+i1 ® 





x 


mit der allgemeinen Gleiehung (II.) 


” dr | €. e-(a+o) e(a+2o) | 
Pen zu 3 e 7 “u... 
Fi ° 7 Li? a 7 at “ a-+2w + 
o? 


„ > e n ys 
— (a+l)e" — + Ya +30 +3.2a4+ 3.2.1) e® = Sk 
+(-1" 7, [e”"-+ Qm—1) a"? + Im—1) In— Ya”. 


9 9 21.,...21le® w” 
.... + (IAm—1) Im—2)....2.1] e Im 


gesetzt und der numerische Werth des Fehlers durch R,, angedeutet wird, 
so besteht folgende Ungleichheit: 





Irm—| ) ..| Wr 


I a a? Q 
R.<123...Qm 1) Yn (++ +....4 ac 


Nun ist 
E a. En 
er rat rT 


Daher um so mehr 








FO Kl 
R. “< 1.2.3....(2m —1) A . im . 
Setzt man der Kürze wegen 
wTrn 


Em 1.2.3....2m—1) Nom m 3 
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so ıst 
he 


1 
Wird e„= „—; angenommen, 80 findet man 


70 
für m=1, at tee 


0’0588566, 


. m=3, — 0/1712248, 


le ale a 


- m=4, = 02645613, 


Erklären wir uns für den letzten Werth von —, so bestehet die Glei- 
chung 


sc en dr Pr. we 1 eo eo e3w 
[. EHEN rtretent 
— (a1) Y, e”+ («+30 +6a+6) Y. g- 
— (+ 504200 + 60.@°+1204+120) Ye 
+ (@ +7 +42 a -+210 a + 8400 +2520 05040 a + 5040) Y, . u 


mit einer Genauigkeit, die sich noch auf die siebente Decimalstelle er- 
streckt. Denn das letzte Glied in dieser Gleichung ist nach dem Vorher- 








1 r ai s 
07, und die Ergänzung der Corrections- 
reihe ist nach dem aufgestellten Satze kleiner als das letzte Glied dersel- 
ben. Um Erleichterung im Rechnen zu erzwecken, ohne den Genauig- 


gehenden numerisch kleiner als 


keitsgrad des Resultats zu verringern, kann man — = } setzen. 
Für den ganz speciellen Fall, wenn man «= 1 hat, erhält man: 
a | 1 ‘ ei ei 
/, € u. =; tt tt] 


Ps 2(d° +2r,0-7 + 


e 





* 
Die 50 ersten nr. innerhalb der Klammern der ersten Zeile habe ich 
berechnet und mit die Summe derselben multiplicirt. Als Resultat er- 


r 
gab sich: 


0'2231850. 
Schon in der zweiten Decimalstelle weicht dieses Resultat von dem bis 
jetzt bekannten Werthe des vorliegenden Integrals ab. Nun hat man: 
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Y, = 00833333 und los}, = 0'9308188— 2, 
Y, = 0'’0013859 - log Y, = 0' 1426679 — 3, 
Y, = 0’00003551 - log}; = 0/ 5194182 — 5), 
Y;, = 0’0000008 “ los Y, = 0’0173583 —7, 
Daher, wenn die 4 Glieder der Correctionsreihe berücksichtigt werden, 
/ er I — 027231850 — 00038018 = 0'2193839; 
q 1 x 


in welchem Resultate sämmtliche sieben Decimalsteilen richtig sind, 


4. Gehen wir nun zu dem Falle über, wenn die Function ®,, (x) 
beim Uebergange von z=a bis z=b ein oder mehrere mal das Zei- 
chen verändert. In diesem Falle sind die Schlüsse aus No. 2, nicht zu- 
läßslich ; namentlich kann man alsdann die Ungleichheit (2.) nicht aufstellen; 
daher auch die Ungleichheit (4.) nicht mehr gefolgert werden darf. Um 
diesen schwierigen Fall zu lösen, bedenken wir zuerst, dafs die allgemeine 
Gleichung (H.) nur unter der Bedingung aus der Gleichung (I.) abgeleitet 
werden konnte, dafs die Functionen PD, (x), P:(x), D,(2), » .. - D.(X) 
für Werthe von x, die innerhalb der Integrationsgrenzen fallen, nicht un- 
endlich grofs werden. Da demnach die Function ®,,(z) beim Uebergange 
von 2=a bis e=b eine oder mehrere Zeichenyeränderungen hat, so 
kann dieses nur daher rühren, dafs sie bei dem erw hnten Uebergange 
ein oder mehrere mal durch Null geht. Seien nun &,, un, us»... & 
reelle, die Function ®,„ (x) verschwinden machende Werthe von &, welche 
Abänderungen im Zeicehenzustande der Function ®,,„(z) bewirken, derge- 
stalt, dafs für jeden noch so kleinen Werth von A die Ausdrücke 


Om (x = h) und D:,. (x + h) 


entgegengesetzte Zeichen haben; so zerlege man das gegebene Inte- 
gral in eine Summe von Jutegralen, deren jedes zwei, der Gröfse nach 
auf einander folgende Buchstaben @,, &,, % 5 +»... & zu Grenzen hat. 
Diese Integrale sind sämmtlich nach der Gleichung (1M.) zu behandeln, 
Auf jedes derselben ist das Theorem in No. 2. anwendbar, Will man 
überdies für alle diese Integrale gleich viele Glieder der Correctionsreihe 
in Anspruch nehmen, so wird für jedes ein eignes Increment bestimmt 
werden müssen, um einen gemeinschaftlichen Genauigkeitsgrad für alle 
Integrale zu erzielen. 


In diesem Falle ergiebt sich also folgendes Verfahren, 
Crolle’s Journal d. M. Bd. XVlll. Hf.1, 11 
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Man suche diejenigen Wurzeln der Gleichung 


Dom (x) = 0, 
die grölser als @ und kleiner als 5 und die Uebergänge des Zeichen- 
zustandes der Function P,,, (x) sind. Bezeichnet man dieselben, wie vor- 
hin, durch &, &, &; ».... dk, WO 


u<u <<. <<, 


S ve)da = 
S. Poraztf, Peardz + [Oder f 9) Er 


« Ur 


so setze man 


Wird ferner 
NW, hd, MU, m ll, ver. MW b— u, 
sesetzt, WO Ay5 N, Nr, «++. N; ganze positive Zahlen sind, und wird 


Jvadr = 
| m l40a) + Pat) +9lat2w) +... +Pla+ m Du) +4P9(a)] 
— EP) Palo; + EP) —Ptala, — +. 
.... + (—1)"” Ed KL. («,) u. Dis (a)] ge 
/ "oe dz = 


“ Gy 


| al ıda)+ da tm) ton tw) + Ol + m —1)w) +40 (a,)] 
>. x — Y,[d,(&)—Pı (aı)] w, + Y.[P; (a) —{; (d,)w; Mei 
\ ....tr(—1)" Ym [Dın-ı (@,) 7 RR (a,)] Wr 
| . " " a E) F} E) - o ° E * ® . ” - . u - “ . . . . 


Olx)de = 
J 0% 

DE ID‘ u)+ a tw) +Dar-Fror) +... ® (a;-+ (n,—1)wı) +1 D(b)] 
[9.9 — da )lo; + 9b) Ma), — ++» | 

+1)" In Dan) — Din-ı(a,)107” 
angenommen, so bestimme man die Incremente 5, Wıy Way Wyy rır« 
aus folgenden Gleichungen: 
Ya [Dam-ı (&1) — Pom-ı (a) = LE Ems 
Y,n [Pam (&2) — Bm (&)] + Em» 
Yym [Dam (&)— Domaı (%)] wo," LH Ems 


I 





+1)" Em ’ 
+(—1)* E,n , 


I 


Yan [Pım-ı (x) — D,m-ı(%-ı)] Wr 
\ Kam [Pam (8) — Prm-ı (0) ] 8" 
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in welchen, damit die Inceremente reelle Werthe bekommen, die oberen oder 
unteren Zeichen gelten,. je nachdem die Function P®,„ (x) von z=ua bis 
x = cu, ein positives oder negatives Zeichen hat. Wenn mit diesen In- 
crementen die vorhergehenden Integrale gerechnet werden, so sind die 
Fehler in den Resultaten überall numerisch kleiner als :,,. 


9. Die zuletzt aufgestellten Gleichungen (6.) führen auf einen Zu- 


sammenhang unter den Incrementen %,, W 5 @ry +... Wr, der beachtet 
zu werden verdient. Dividirt man diese Gleichungen, in der Ordnung wie 
sie aufgestellt sind, durch w”, w”, 05”, »... @ 


n ‘ 
m Im 
fs) m 


> @” und nimmt danu 


ihre Summe, so stellt die gefundene Gleichung 


r | 1 1 -——1)} 
ltr. +] 


De 
den Zusammenhang unter den Incrementen dar, welcher ganz indepen- 
dent von den Wurzeln &, &, &;y «»>.. & besteht, Der nicht selten vor- 
kommende Fall, wenn man 


Dom (6) eo Bi .; (a) = Ö 


hat, giebt folgende noch einfachere Relation: 

1 1 1 1 (—1)k 

wm ru 17 Sehr f.... + Ta == (), 
Für k=1 giebt diese Gleichung 

Wu = Ws 
In diesem speciellen Falle wird die Integration von a bis 5 mit einem 
einzigen Incremente bewerkstelliget. 
Für A=2 giebt die Gleichung 
1 1 1 
ta 


— — 
Be W 


woraus gefolgert werden kaun, dals das mittlere Inerement, oder dasjenige 














> . 2 ” ® 
mit welchem das bestimmte Integral Eh D(x)dx ausgemittelt wird, nu- 
@; 
merisch kleiner als die beiden andern Incremente w, und w, sein muls, 


6. Die in No. 4. angestellten Betrachtungen heben alle Zweifel 
wegen der Benutzung der Correctionsreihe bei der Quadraturmethode. 
Nur für die Anwendung wäre es höchst beschwerlich und ia vielen Fällen 
sogar unausführbar, das am gleichen Orte gefolgerte Verfahren zur nume- 


rischen Bestimmung eines Integralwerthes auch unverändert befolgen zu 


müssen. Die folgenden Betrachtungen, welche sich auf die in No, 4. stützen, 
11* 
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führen zu einem viel einfachern Verfahren, welches den Vorzug der Einfach- 
heit mit dem der Gleichförmigkeit in der Behandlung aller Fälle vereint. 


Wenn irgend eines der Integrale der Gleichungen (5.) mit dem ihm 
entsprechenden Incremente aus den Gleichungen (6.) bestimmt wird, so 
erreicht man jedesmal einen von der Grölse &,. abhängigen Genauigkeits- 
grad. Da dieser Genauigkeitsgrad erhöht werden mufs, wenn nnter übri- 
gens gleichen Verhältnissen ein noch kleineres Increment der Rechnung zum 
Grunde gelegt wird, so werden viele Schwierigkeiten umgangen, wenn 
sämmtliche Integrale der Gleichungen (5.) mit dem kleinsten der Incre- 
mente Wu, Wı5 Way =»... Wr oder mit einem noch kleinern Incremente 
bestimmt werden. Nennt man w dieses allen Integralen der Gleichungen 
(5.) zugehörende Inerement, so hat man, wenn diese Gleichungen addirt 
werden und 

no = b—a 
gesetzt wird, folgende Gleichung: 


FA Olx)de = 
at ei +..+0la + an —1)w)-+40(2)] 
— Y,[9, (2) —dD,(a)]w’ +F, Id, )— ‚(a)] wo" dd. 
.... + (—1)7 Yzm [Pım-ı (b) SCH Dem (a)] wr 


zur Ausmittlung eines bestimmten Integrals. 


Dieses Ergebnifs zeigt, dafs man die Quadraturmethode auf gleiche 
Weise zu corrigiren habe, es möge die Function 9,,(x) von z=u bis 
x —D beständig ihr Zeichen beibehalten, oder dasselbe mehrere Male 
ändern. Der Unterschied der beiden Fälle liegt lediglich in der Bestim- 
mungsweise der Größe w. Während im ersten Falle bei einer willkür- 
lichen Annahme von w der Fehler des Resultats numerisch kleiner als e,, 
ist, wo man 

Y m [Pam (d) — D,m-ı (@)] Pi u EP 
hat, muls im letzten "Falle bei der Bestimmung. des Increments » die 
Vorsicht beachtet werden, dafs dasselbe das Minimum unter den Incre- 
mente Wo; Wıy üb y «s.« Wr der Gleichungen (6.), oder noch kleiner als 
dieses Minimum sei, damit ein gleicher Genauigkeitsgrad erzielt werde. 


Im letztern Falle kann es sich auch ereignen, dafs man 


9 -d)=0, Hd )=0, .... ODrn1 (0) — Pam (a) = 0 


findet. Dann hat man 
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So de = 
w[3Pld)+Pla+w)+Pla+?2w)+...+DPla+n—YDw)+300)]; 
und das nach dieser Gleichung gefundene Resultat differirt von dem un- 
bekannten, wahren Resultate um eine Grölse, die kleiner als e,, ist, wenn 
nur w die oben erwähnte Eigenschaft des Minimums hat. Das Paradoxon 
von Legendre ist daher vollständig erläutert; denn das Increment w ist 
nicht völlig willkürlich, sondern es muls der oben erwähnten Bedingung 

genügen. 

7. Nach dem eben Vorgetragenen handelt es sich jedesmal um 
die Ausmittlung des kleinsten der Ineremente w,, Wı 5, Wrs »... Wi, ZU 
welchem Behufe die Kenntnifs dieser sämmtlichen Gröfsen unerlafslich ist. 
Da ferner die Bestimmung dieser Grölsen eine genaue Kenntnils der Wur- 
zeln a, , &25 G;y «.». dx; voraussetzt, und diese Wurzeln im Allgemeinen nur 
angenähert gegeben werden können, so erachten wir es als zweckdien- 
lich, zuerst den Einfiuls einer fehlerhaften Annahme der Wurzelwerthe auf 
die Bestimmung der Incremente zu untersuchen. Wegen der Aehnlich- 
keit der Gleichungen (6.) unter einander kann man die Untersuchung da- 
durch erleichtern, dals man nur ein solches Increment der Betrachtung 
unterzieht und die für dasselbe gefundenen Resultate, nach gehöriger Um- 
setzung der Buchstaben, den übrigen Incrementen anpafst. 


Legen wir daher die zweite der Gleichungen (6.) zum Grunde 
und setzen einstweilen 





fE, 
A er VS: ’ 


so hat man 


Bee f / ] 2m 

a, — A DR (%,) — D,.-ı (4, )] . 
Stellt man die genüherten Werthe von &, und «, durch «a, und a, vor 
und den durch diese Annahme erzeugten Werth von w, durch v,, so hat 


man auch 
1 


._ A [Pım-ı (@;) 2 Dom al | 


Nun sei 
a, =u+h, a=urh; 


wo also A, und A, die numerischen Werthe der Fehler der Wurzelo «, 


und «, vorstellen: so hat man, wenn die dritten und höhern Potenzen die- 
ser Fehler vernachlälsigt und die Gleichungen 
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Dam (4) — 0, Dem (c,) a Ö 
berücksichtigt werden: 


1 
u. A Dam 1 (4) ux PD: 1 (&,) + 2 [D..4 (4) h? — Dont («,) h?]} 2m 


Wird nun 


1 Prm+ 1 (@,) h? ur Fam (@,) h? < + 1 
Pr Fam—i (&,) — Pam—i (@,) Per 
vorausgesetzt, welche Voraussetzung, der unbestimmten Gröfsen A, und 5, 
wegen, immer realisirt werden kann: so erhält man, mit Beachtung des 
vorhin aufgestellten \Werthes von w,: 








2 ß 
= w I: - Prn+ı (@,) Rz — Prm+ı (@,) i] 
V — ı ne 1 ° 
4m YP2m—1 (@,) u. P2m—ı (@,) 


Diese Gleichung stellt den Zusammenhang des Incrementes w, mit dessen 
approximirten Werthe u, dar, 


Bezeichnen wir nun durch 
_ Pe WPOE “Per "PEEEEmgBErE nn © 
die genäherten Werthe von &,, &y &y ««.. & und setzen 
a=ut+rh, =nth, = 4th, .... 1 =uth, 
so stellen 
h,; h;; h;, A; ER h; 
die numerischen Werthe der fehlenden Wurzeln &,, @,, .... @; dar. Fer- 
ner seien 
ar 5 
die genähberten Werthe von 5, wy5 2% «+... &, So hat man, unter 
Voraussetzung der Ungleichheiten: 





z Pzm+ı (@,) h? +] 
’ Fam—ı (@,) — Prm—ı (a) < yeah 
1 , Prm-+1 (@,) hz _ P2m+1 (@,) h, < + 1 

” Prm—ı (3) — Pzm—ı (€) Bu 





R ® ® ” . ” - * Eu e ® t E2 * ® 
E- Prm+i (@,) hr ee. Prm+i (®;_,) hi_ı < + , 
s Pam (@,) — Pom- (@,_,) ar 
1 a Fom+i (@,) hr 
7 Prm—ı (b) — Pl (@}) 








u 


und bei Vernachlässigung der dritten und höhern Potenzen von A, Än, : +». 
.... Ar, folgende Gleichungen: 
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ua} op Pam+ı (&,) h? 
Vu o m — ’ » 
Pam—1 («@,) — Grm—1 PN 


4m 


a Lu W, Pam+i (@,) h? — (Drm+i 1) )h? 
U, nn @ı u 4 . > 
m Prm—1 («,) RR P2m—ı ( a 


W, ,„ Prm+ı (@. ,) h? 21 — famz+i (@, ) ,h? 
































8. 4m f2m—1 (@,) Sa p2 !m—1 (@,) ’ 
2 
V A — Pr Famzı (er) Rh, — Pomzı (@;, 1 ) hr 
ee r 
k-1 k-1 4m Be (@,) — (a1 (1) ’ 
U 4) zn u’ —, ?m-t-1 \ (« 1) hr 
k Br Am . Panini (y— P.._ ER ,(@, ) > 


Dafs die Unterschiede Ww—W,, YU—W, 5 +... äußserst kleine Zahlenwerthe 
haben, leuchtet bei einem einfachen Vergleiche dieser Gleichungen mit den 
vorhergehenden Ungleichheiten ein; allein eine klare Einsicht in die Be- 
schaffenheit dieser Unterschiede wird erst durch den in der folgenden No. 
aufgestellten Satz erlangt. 


8. Sümmtliche Differenzen 
ul; U—d: ls 2er. ma 
der Gleichungen (8.) haben positive Werthe. 
Wir begründen diesen Satz folgendermaalsen: 

Man setze voraus, die Function ®,,(x) habe für alle Werthe von 
x=4a bis 2£=u, positive, von 2=0, bis ze =u, negative, von 2 =&, 
bis x = a, positive Werthe, u. s. w., so hat dieselbe Function von 
x = 4ı_ı bis z= a, Werthe mit dem Zeichen von (—1)*"! und von x =, 
bis x =D Werthe mit Zeichen von (—1)‘. Dieser, oder der genau ent- 
gegengesetzte Fall, mufs Statt haben. Lassen wir einstweilen den Gegen- 
satz unbeachtet, so hat man zuerst, wenn unter d eine unendlich klein 
werdende positive Grölse gedacht wird, folgende Gleichungen: 

Dam (u —0) _ —  Domzi () und © (dı+ 0) +3 Dzn+ı (Cı)> 
Oym (u—0) = — 0 Dan (&,) “ Dom (Ur + ö) +ö D,, +1 (4) - 
D:m (&; —)) . OD. (4;) ng Dom (d3 + 0) +0 Damzı (43) 3 


\ 
| 


Om (ad) = Pomp) 7 Pm at) + On an) 
Unter der vorliegenden Annahme zeigt die erste dieser Zeilen für D,,.,(4,) 
ein negatives, die zweite Zeile für D,,;ı (d,) ein positives, die dritte Zeile 
für D;,.+ (%) ein negatives Resultat u. 8. w. Die letzte Zeile endlich 
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zeigt für O,,+.(0;) ein Resultat mit dem Zeichen von (—1)'. Stellt man 
daher die Functionen P.,„+ (&:); Domzı(l2)s » ++. Oymzı (&,) in horizontaler 
Reihe auf, und unter jeder das ihr zugehörende Zeichen, so erhält man 
folgende Anordnung: 
Du} ( 
Drnzı(&ı) Yımtılla)y Dymzı (&3) 3 4 5 oe Oomzi (&;_1)s Domzı (A); 
um \—1 L 
ie id on N. 

Ferner bestehen folgende Gleichungen: 


a, 
D; mL‘ (%) E om (a) = / D,. (x) dc, 
Dyn-ı () — Ban (1) = A OB,.lx) de, 


Ü;, 


a 
D,; ri] (d; ) En Damen (4) 7 ’ PD: (2) dx, 
üz 


am—1 ‘b) <> RER (&,) f: D,m (x) de. 


Wird nun der bekannte Zusammenhang re Summe und bestimmtem 


JAN 


Integral berücksichtigt, so ergiebt sich folgende Anordnung: 
a a m 4 Ä N | | 
ı\, )— Y2ım-i @, » wam- &:) E46: Pam l (&,)s Dan (U )—Dom-ı (&;) ui Dun D)—P,,, g! d,), 


7 ug + (—1 5 


wo jedes Grölsenpaar und das unter demselben stehende Zeichen auf 


= 


gleiche Weise wie vorhin zusammengehören, 

Da man bei der entgegengesetzten Annahme über die Zeichenzu- 
stünde der Function ®,,(x) auf folgende Zusammenstellung der Functio- 
nen op deren Zeichen geführt wird: 

2Zmt+1 \ (&.); Demi (4); Domzı (0); a Mo Ormzı (0,); 
+ — . a 
und 


Dm-ı(&ı )— Dom; Dam-ı (&:)— Pom-ı(&:)5 Pam-ı (&)—Domıld2)y --- Dam) Donau); 
= r ” ne, 
so folgt, dals in den Brüchen der Gleichungen (8.) die Zeichen der 
Zähler denen der Nenner entgegengesetzt sind; und da vor jedem die- 


ser Brüche das Zeichen — steht, so ist der angekündigte Satz gerecht- 
fertigt. 


9. Aus dem im vorigen No. aufgestellten Satze erhält man zuerst 


folgende Ungleichheiten: 


9 Wu << Vu; w <<; Wm<VU 01. WR Ur; 
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oder es sind sämtliche, durch angenäherte Werthe der Wurzeln «a, , & ,»»« 
... &, erlangten Inerementenwerthe grölser als die unbekannten wahren 
Incrementenwerthe. 

Ferner folgt aus demselben Satze und mit Zuziehung der Ungleich- 
heiten (7.): 


6). (W), (3! 
om OÖ ‘) Bet 2) r—mn % 2 1 — ), E A 
un Baus. Zst Im? W) <; 2m? “2 u. TR OR << Im’ 
daher wegen aa um so mehr 
UV, U} 
——— 2). nt f ) Pal —— r 41, —— f 4 ‘ u E 
U, (), on 29 Zn er 9) m? “> u) SL 2 un . e.. 2’ 9 vk or A En > . i 


woraus sich ee Ungleichheiten ergeben: 


10, w>u(ll-—), en (an 5 > (li), Te 


- M 2m | 
1 
re Jr >” Ur 1— mn 9 o 
Diese Ungleichheiten geben die untern Grenzwerthe und die in (9.) auf- 
gestellten zeigen die obern Grenzwerthe der Incremente w,, w,, 
an. Aus den Unterschieden 


“ Bi 4? Vk 
. e “ » un 
2m? 2m’ 2m? !m 


dieser äufsersten Grenzwerthe ersieht man am besten, mit welcher Ge- 
nauigkeit auch angenäherte Werthe von &,, &, .... & zur Kenntnifs der 
Incremente fübren. 

Ferner kann man mit Zuziehung der Ungleichheiten (10.) jedesmal 
eine Zahl finden, die numerisch kleiner als das kleinste der Incremente 
wg Wuy Way or.. Wr ist An der That: es steile v, die kleinste der Grö- 
[sen U,, Vs Un»... by, Vor, so hat man, wenn die ihr unter den Incre- 
menten W,, @y .... w; entsprechende Grölse durch w, ausgedrückt wird, 
nach (10.) folgende Ungleichheit: 


w >v, (1— >—) . 


2m 
Ist nun w, die kleinste der Grölsen w,, @ı5 @&y » +. %;, so stelit der 


Ausdruck rechter Hand vom Ungleichheitszeichen den angekündivten Zah- 
lenwerth dar. Findet diese Annahme nicht Statt, sondern ist @, das Mi- 


nimum unter den Inerementen %,, @ıy «+++ @r, 80 sei v, der diesem Mi- 
nimum entsprechende Werth unter den Gröfsen u, vu, u 
Dann wird man zuerst vermöge (10.) haben: 


ame A 0 
WW, > vhs } 
. 1 2 m 


Crolle's Journal d. M. Bd. XYlil. Hft.1. 12 
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Nach der Voraussetzung ist v,<{u,, daher auch 
1 
WW Un ( .— 5) * 
ı> 2m 


Es ist also, wenn 


| 


11. gu 9, EUER 


gesetzt wird, diese Gröfse w kleimer als das kleinste der Fneremente w,, 
> Unser. Wr, falls v, die kleinste der durch Rechnung gefundenen 
Gröfsen U, Vs Ury rer. U sl 

10. Die in der vorhergehenden No. gewonnenen Resuliate stützen sich 


gr 


simmtlich auf das Statthaben der Ungleichheiten (7.). Diese Ungleichhei- 
ten bezeichnen nur immer den Genauigkeitsgrad in der Bestimmung der 
Wurzeln &,, &,5 &y »+.. & , damit jene Resultate auch ihre volle Gültig- 
keit behalten. Wie die Beurtheilung des Genauigkeitsgrades vorzunehmen 
sei, erhellet aus den folgenden Betrachtungen. Heben wir eine dieser 
Ungleichheiten, z. B. die folgende 
” (@_,,) B. -— (Di (a, h” 
A re un ze En et 
heraus, wo A, und 2,,ı die numerischen Wertbe der Fehler der Wurzeln 
&, und &,+. bedeuten. Nach No. 8. haben die Gröfsen Drm+ı (%,) und 
Drmzı (+1) Resultate mit entgegengesetzten Zeichen: wenn man daher 
h,>h 


voraussetzt, so wird die vorige Ungleichheit um so eher bestehen, wenn 


pri 


man die folgende 


/ ö j 
Dan +1 ( Un. 1) am Fam+i (En) 72 . ; 

4 BE ah u 2 ana Zu . 1 
Pram—ı (Rp ı) — Cam FR I _- 

a pr!) i2m—l 


zu realisiren sucht. Wird hier 
— q .— en Er a 7 
Gnrı =- ev, +1 + +1 und > I A, + iin 
gesetzt, wo «d 


pp und «a, die angenäherten Werthe von &,,. und «, sind, 


so hat man, wenn die dritten Dimensionen der Fehler vernachlülsigt werden: 





Damrı (Apsı) — Damız (ar) 2» 

Pam ap) —PmHt ap) 2 — +1, 

Prm--i (ap+1) — (rm Rp) 

Hieraus zieht man zur Beurtheilung des grölsern der Fehler %, und Ayrı 


folgende Ungleichheit: 


Pam (apzı) — (am (a ) ’ 
<< 4.| - 
pP 


Kö 





fam+i (@p+1) _—. Tym+1 (@)) 2 
Die Grölsen a, und a,,, sind immer bekannt; die Werthe von %, und Mr 
lassen sich immer schätzen; findet daher die letzte Ungleichheit Statt, so 
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kann man zur Bestimmung der Gröfse v, schreiten; im enfgegengesetzten 
Falle muls man die Fehler h, und h 41 verringern, oder den Genauigkeits- 
grad in der Bestimmung der Wurzeln @, und «,,, zu erhöhen suchen. 
Hat man sich für alle Werthe von y=1 bis p=k—1 von der 
Richtigkeit dieser Ungleichheit überzeust, so kann man zur Berechnung 
der Grölsen U), Lay Yy +. di LE Ferner hat man, ehe zur 
Berechnung von v, geschritten wird, die Richtigkeit folgender Ungleichheit 
zu untersuchen: 
- rn IPrm-ı (la,) — Pam (a)1? 
<A. [er Br f ) 
und endlich, ehe man zur Berechnung von vu; überscht, mufs man folgende 
Ungleichheit 


1 < 4. [Er 9 = Pancı (m)T’ 
5. +. = n m] 
h 


Frmti 
herzustellen suchen. 
1ll.e Zum Schlusse wollen wir eine gedrängte Zusammenstellung & 
aller gewonnenen Äesultate geben, | 
Zuerst hat man nach Gieichung TIE, 


Ze AN z 
L. [. D(a)de = 


«> 


» 19a) FO +) +PLa+ 20) +... + Pla+ n—Dao)+490)] 
-1. 19,8) — Pla] w Fr [9,6 — D;(a 10° r- 
.... + (—1)” un Dun. (b) — Dn-ı (a)] w, 
wo n eine ganze positive Zahl und 


ist. Um die Gröülse w anzugeben, damit der nach der obigen Gleichnng 


bestimmte Werth des Integrals nur noch einen Fehler gestatte, der klei- 
ner als eine gegebene Grölse e,, ist, untersuche man, ob die Gleichung 
3. Din (x) ee 6) 

reclle, innerhalb @ und 5 fallende Wurzeln habe, oder nicht. 

Im letztern Falle setze man 

4. Ei [D,.-ı (6) wien Det (0)]’ Wr € , 

so ist der aus dieser Gleichung gefolgerte positive Werth von w der gesuchte, 

Im erstern Falie bezeichne man die angenäherten Werthe der Wur- 
zela der Gleichung (3.) durch 

GG, by, Gy «se.» 


so dals 
<<< Ch <h 


12 * 
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Die numerischen Werthe der Fehler dieser Wurzeln seien in derselben 





Ordnung durch 


h,; R: > h; 5 ..o.. h; 


vorgestellt. Diese angenäherten Wurzelwerthe, sammt den zugehörenden 
Eehlern, müssen folgenden Bedingungen genügen: 


| na u, [Perı(ar) = Prn-ı (a)]’ 
"2 — e 1 “D» ’ 
| Pam+1 (a,) 


r- 


/ Fam—1 (a » ) — (rm-1 (a,) 3 
4. 2 —ät, 








Fam+1 (a3) — Pam+ı (@1) 


s . Ense) (a,)1? 
& 4 fm l 3) fr n—1 )) 
N, oder h} << 4.1 — — | s 


LPzm+1(Qa3) — Pam+t (@,) 


h: oder Ai < 








* “ r * . ee} o ®” . 2 . “ . “ Be e 


Prm-ı (ar) — Prm—ı (ar-ı)]? 
h* oder hY < 4. fen ele Imre] - 
k k-1 Prm+i (a:) — Pam+i @r-ı) 


) { FE © u, 
ne < 4, [ea Zain a 


f ir 
f !m-i \ak) 


In den Ungleichheiten, wo zwei Nachbarsfehler vorkommen, ist jedesmal 





der numerisch grölsere zu nehmen. Hat man diesen Bedingungen Genüge 
gethan, so schreite man zur Bestimmung der Grüßen 
Us Uıa U, .ee eo [077 


aus folgenden Gleichungen: 


er: 1a #. P / \ 2. FE 2 
duale, 
3 y 2 f fa f \ AR f \} . — . 
j art Ey | dd, vn 1 d,; } Wr nd &, b) 
' v2 [ en pr f EIER + un Pr 
JA) rn, 
Ö. 
- . * ” 
\ 
Yy2 I f ; (N f; \ | PA 0 
| ä Ir ıiYy2 u eEı) be 4 um-ı 1; ı/i U} f —. urn ) 
2 TA /L\ FR TE a 
Yzn Pam (0) — Prm-ı (a) U” = Eme 





Ist v. die kleinste dieser Grölsen, so ist, wenn 
Fr 1\ 
. w=u, (1-—) 


2 m} 


gesetzt wird, die Größe w die verlangte. 
a e ri y o - n . } 
In der folgenden No. werden wir bei der Behandlung einiger spe- 
ciellen Fälle jedesmal auf die in dieser No, aufgestellten und eigens be- 


zeichneten Resultate hinweisen. 


12. I. Es sei das Integral A e”"dx zur Berechnung vorgelegt. 
/D 


Man hat also 











& 
ww 
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+ 


er 


U 2a°— 1)e 
dr 2a — 3)er, 

4er 28 + Ver, 
— Sr 4 — 2er 1)“, 
+ ss. — 60E' + 90x2.— 15 
—16 2 (Sr! — Str! 102°— 105)”, 


92) = 16 Be 840. — S40r° +10)“, 


T 


> m 29 1{ S RR 6 Yy 4 ua y r ı aAA4=z ei 
O,(a J —— anog ı)< zw 7.7 BE) } ri al . 15 ) h 22 — ı) ZN E Er J 4 5 , . 
u. 8. W% 


Will man in der Gleichung (1,) mit dem ae welches dem Zeiger 
m = 5 entspricht, die Rechnung abbrechen, so suche man nach der Glei- 
chung (3.) die positiven Wurzeln der Gleichung 

2,2) ze 6 
auf. Diese Wurzeln können im gegenwärtigen Falle nur in der folgen- 
den Gleichung vorkommen: 
di. 162° — 22420 + 84027 — 84908’ 105 = 0, 
Setzt man hier 22’°=Yy, so hat maı 


Pi 4 
Y BY . % S — \/e 
- 


Te 10 —410Yy . 105 Dr = 


Diese Gleichung hat die vier Wurzeln reell und positiv. Dieselben sind 


zwischen O und 1, zwischen 2 und 5, zwischen 7 und 8, und endlich zwi- 
sehen 17 und 15 enthalten. Bestimmt man die zwischen O und 1 lies 
gende Wurzel etwas näher, so überzeugt man sich, dafs dieselbe zwi- 


schen O und 4 enthalten sei. Es liegen somit die positiven 
vorgelegten Gleichung zwischen O0 und 3, zwischen I und 1’224..,., zwi- 
schen 1570... und 2, und endlich zwischen 2'915... und >. Setzen 
wir demnach 
b, G; Da R 4, = ; e, u 2, u. 3.3, 

wo also &, @%, @,, a, ansenäherte Werthe der Wurzeln der vorgelesten 
Gleichung (a.) sind, so hat 

c h, < [ö b) Rh; nn‘ 7000 >) h; — 10°00 ’ R, > i ö ; 09 
wo A, A,, A,, A, die Fehler dieser angenüherten FOREN sind. 


. L 


- man diese Werthe von @,, &, @., @, in die Ungleichheiten (3.) 


so hat man: 
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ae; „  80’774568 07 99 
De 
> /3V’ 2982497 /0 PM rn ei e 

2 QEITYASRR en nein 
Ö OO’ //40909 ) 23: [9 75 76) 
5 Pr IN" ey v9 et € 
u 7720071779079 389 IR , ao 
f u) 730 u A 244 d ) h? ( 15 
an 22 7 a "an , 1930 3 


f . r n 
ouer Man mul 


M<O11S.... oder A<V’34.... 


« 
?<0'106.... > .<0 32... 
ee 1: ST - or PERE 
M<O1N.... - KEIBE SS: 
haben. Nun linden diese Ungleichheiten nach (ec) Statt; daher kanu man 
mit den obigen Werthen von «4, &, 4;, a, die Rechnung beginnen. Setzt 
man i in (d.) ee, = = und berücksichtigt den in No. 3. angeführten 


Vrerth vou X,, so hat man, da m = 4 ist, wegen 


2 /ı\ — aan GRO r 1: -NILOf 
| mn ION I) n N > AI A ’) 
Ü ü OU LVJ, V-\d;, 1 Ju, 
er. -fIQrıy SZ ER 
\r { 7 JU Ur: Ö- 177 -—— 2 Ä 2. 
tl x (TerYy’ecı 
Fi” ee } m / a 
& ü, GEREEED V, ? m \ 
‘ u than re 
i v; eTitit für U ) U q k , j 
— { ı fr 1 
U -—- \ >» Ur Hu 
un AV FANEEN 
wı -—— U ie SIY . 
un SNAROEE 
Wo Ü 3OJ06bY. .. 


u, = 0'458744..... 
0630930 : :: . 


| 


Da vu, den kleinsten Werth hat, so ist nach (7.) 
oa = vu(l—4) = 0305251 .... 
Erklären wir uns für = ]’s, so hat man nach (1.) 
ri e”" de =uwul+e" ee"... 
Sümmtliche Glieder der Correctionsreihe gehen hier in Nullen über. Die 
Reihe innerhalb der Klammern dieser Gleichung ist so lange fortzusetzen, 


) .- ; 1 a 
bis man auf Glieder, kleiner als &„ oder 1073 stölst. 


Mit Zuziehung einer siebenstelligen Logarithmentafel findet man 
wegen loge = 0'43429448.... folgende Resultate: 
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4 = 0°5000000, e == .0'0821552, 
e” = 0’9139310, er == 0/0051, 
etw? — 06976763, eo” — 00006823, 
eo" — 0'4448581, re a 0'0001234, 
E " — 0'236 277, etlo)? — 0’0000186, 
ei» — 0'1053992, e?w" — 00000024, 
ei"? — 0’0391639, eo — 0'0000002. 


4 


Addirt man die Zahlen rechter Hand der Gleichheitszeichen, so ergiebt sich: 
29540894. 


> 


Diesen Zablen- Ausdruck mit » = „5 multiplicirt, giebt 


i 
f® I 2.0 . VORAN on 
/ © Gr = () ONOL U. .».00 » 
) 


Bekanntlich ist der Werth dieses bestimmten Integrals IYr, und 
dieser Ausdruck in Zahlen gegeben wird, hat man 


1/7 = 0'88622692. ... 


4 
” . nr 4 L “ > ’ 
fs differiren die zwei Werthe um 77 = Eme Diese Abweichung kann 


jedoch nur von der Unsicherheit herrühren, mit der man die siebente De- 


. . “ . 2 FR > aa; $) . un . p» » 
cimalstelle in einer siebenstelligen Logarithmentafel findet 


II. Als zweites Beispiel legen wir uns das Integral e a z 


() 


erechnung vor. 


> 
” 
we) 


Es ist bier 











1. y. — 
Yv 4 — 
1 - (+) 
\ 2 
= —(I--)e 2 
Y 9) 1 wc Fuss. 
Yo Bo z lien 4 \ 
rl tee 
> Y7 1 
0) V ie Ö 1 — (r+- 
Ola) = — \l— — — — — — u N e) 
4 12 18 32 12 vl 
det l-3-53-:t=- 244) 
a u z* 6 2" 268 9 
2,(x) = { d 20 5 60 50 180 5,» 
Zee % 263 Pr Pr „6 + = rg m 2" 7 


1 u a — ) 
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{ 6 30 105 240 , 200 , 540 1695 1080 
ne 
294 30 1 -(+z) 
zie gu 75) ; 
tn = [1 7 42 __189__630 1295 420 , 5075 | 7140 
BETTER he 2" = u =” n 69 1: ET 
10521 3990 623 \ 49 1 ur ( 4 —) 
u tan ehe)‘ nn 
u B Wo 
Will man in der Gleichung (1.) mit dem Gliede, dessen Zeiger 


ın == 5 ist, schlielsen, so suche man die zwischen O und 1 enthaltenen posi- 
tiven Wurzeln der Gleichung 
auf. Diese Wurzeln können nur in folgender Gleichung vorkommen: 


, : 6 30 105 240 200 h 540 1095 1080 
m le — m m u [— —- —— _—- 
=” u ;ß* o”? x” sc” oo’ y? 
1A 7 
294 5 
Tara 


Setzt man bierin <= —, 50 ist zu untersuchen, ob die Gleichung 


vr 30 v4 294 y — 1080 1° 1095 4° + 540 y°— WOY’— 240 r° 
— 105 17 — 30 y’—by+1l=0 
ositive Wurzeln besitze, welche die Einheit übertreffen. 
n überzeugt sich nach dem Fourierschen Theorem (A.), dafs 
die Gleichung nur 4 solche Wurzela haben kann. Man findet diesel- 


ben auf gewöhnlichem Wege, zwischen 2 und 4, zwischen 4 und 5, 
zwischen 5 und 9, und zwischen 14 und 15 enthalten. Ks liegen somit 
die verlangten Wurzeln der Gleichung («‘.) zwischen 4 und 4, zwischen 
} und }, zwischen 4 und 4, und zwischen „; und „!;. Setzt man also 
& 4, = 005 4, = 0; d, = 7%; a, 'y; 
so hat man 
ce h<rs R<yiv, A<rv h<o- 
Werden diese Werthe von &, @, 4,, a, in die Ungleichheiten (5.) sub- 
stituirt, so ergiebt sich 
12 <0'000533.... ode A<V023.... 
| r?<0’000484.... oder 4,<0’022.... 


i ]/° 
{ zn f Er .i y‘ 
ı « } << U UVVIV). ge oder RE 
R<VO002024.... oder 4,<0’049... 
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Diese Grenzwerthe von 2%, und A, finden in der That, vermöge der Un- 
gleichheiten (c’.), Statt. Hingegen ist erst zu zeigen nöthig, dafs die 
Grenzwerthe von A, und 4, ebenfalls noch bestehen; denn die Ungleichhei- 
ten (c’.) zeigen A,<7{$5; hieraus aber folgt noch nicht, dals A, < 3}, sei. 
‘in Gleiches gilt von 4,. Um über diesen Punct ins Klare zu kommen, 
untersuche man etwas näher jene Wurzein der Gleichung in y, die zwi- 
schen 4 und 5 und zwischen 2 und 3 liegen. 


Da die erste dieser Wurzeln zwischen # und 5 liest, so substituire 
man im Ausdrucke linker Hand vom Gleichheitszeichen v=4, v=41, 


- 


v=). Die Resuitate dieser Substitutionen bekommen in gleicher Ördnun: 
folgende Zeichen: —, —, +. Daher Hest die Wurzel zwischen 41 
und 5. Es hat mithin die Gleichung («‘.) eine zwischen $ und } enthal- 
tene Wurzel, oder die Grenzen dieser Wurzel sind 


15,91 / 
FParlı.u und () 2 


u | 


> 


Es differirt also unsere Annahme @,= 2; um eine Größe, die kleiner als 
V/O2N2.... ist, oder man kann in den Ungleichheiten (c’.) 
2235 
h; < 10006 
voraussetzen; woraus die dritte der Ungleichheiten (d’.) gerechtfertiget 
erscheint. 


Auf gleiche Weise habe ich mich überzeugt, dals die Annahme 
ad, = ,'; einen Fehler 4, hervorbringt, der kleiner als 0‘0444.... ist; wo- 
durch die Existenz der vierten dieser Ungleichheiten dargethan wird. 

Nunmehr können wir zur Bestimmung von %,, VL, Vs Vs, L, aus 
den Gleichungen (6.) übergehen. Wir haben bei Gelegenheit der Aus- 
mittelung der Ungleichheiten (d’.) folgende Resultate erhalten: 





D,(a,) = 15705, D,(a,) = — 14110, 
oa) = 5531, Oo,W)=— 23855. 
Ferner ist 
D,(0) = 0, dd) = 0. 
- [5 ” [ ® f 
Wenn daher, wie im vorhergehenden Beispiele, &,. = 7; angenommen und 


erwogen wird, dafs vermöge der hier angegebenen Werthe von P;(a,), 
®,(4,), .... die Gröfse v, die numerisch kleinste sein muls, um deren 
Kenntnifs einzig und allein es zu thun ist, so kann man die Grölsen u,, v,, 


u;, v, unbeachtet lassen und blols aus der zweiten der Gleichungen (6.) 
Crolle's Jonrnal d.M. Bd. XYIll. Hft.1, 13 
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diese kleinste Grölse v, bestimmen. Man findet 
®,, = 006829 .... 
Daher nach (7.) 
os = vull—H = (056 .:..» 
Setzen wir ia (1.) w=735= 2, so hat man 


1 
1 —/(x+ 4 _ (20+ ZZ .— (19% 4 


e x) de =w Fa to). 20) t....te m.) + je] 
— YO, WM +HYOd HD) —Y,o1)w. 


Berechnet man die in der ersten Zeile innerhalb der Klammern enthalte» 


a } 


nen Glieder mit 7 Decimalstellen, so findet sich: 











BR RER, Bo Mia 3 P m 

e \ "07 — 0'0000000, e (Merz) _ 0'0936508, 

il - (20+—- ft» 

Er 0’0000411, e 3) = 0’1036571, 
} ı\ ET 

e Y"+78/ — 00010954, er 0'1120891, 
[ı „+ —) (104; in 

Pa 0) — 0’0055166, e u zu 0'1190072, 
f 1 -- ww +! .- sea 

Pr 00142642, e Bere) 0’ 1245145, 
2 —:l0w ns wi - 

en) — 0'0264279, —,L 0'1287350, 
[4 RB: —_ Tı - | . 

N en 0'0404721, "u ta) — 0°1515000, 
3 LE PER | 3 w 9 u a a m 
stets) 00550232, a 071335400, 
„ 0°+72) = 00690985, 8 VtRn) = 011349796, 
/ IN —_ (200 jr. 3 , a 
- Va 1797, Fe 0'0820850, Le ( 1) — 00676676. 


Addirt man diese Zablen- Ausdrücke nd multiplicirt die Summe mit 
w= 25, so erhält man: 
0072198245. 
Ferner hat man wegen DA) =0, d,(t)=0 blofs das Glied: 
+ Y,P,(1)w' zu berechuen und zur eben gefundenen Zahl hinzuzufügen. 
Dieser Zahlenwerth ist: 


0000000007048 « «+» 
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“ 


Es beginnt also der Einfluls der Correctionsreihe erst in der neunten De- 
cimalstelle und man hat 


1 
1 (xt — 2 
& e ) dr == 0707219825 .... 
ı/ 0 
Wird die siebente Decimalstelle durch die achte corrigirt, so hat man 


1 
/ Fe — ()/ 0721983. 


) 





Der bei diesem Resultate mögliche Fehler ist kleiner als e,„= ;;. Aus 


der letzten Gleichung folgt auch die folgende : 


5 
F/ 


welche denselben Genauigkeitsgrad besitzt. 


Zürich, im October 1356, 


! 


‘dz = 0'%97318; 


2 


fi 
ev 
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>. 
Aufgaben. 


(Yon Herro Dr. Stern zu Göttingen.) 





Wie kann man das allgemeine Glied und das summatorische Glied der 
Reihe finden, deren erste Glieder folgende sind: 
Die Reihe ist auf folgende Weise gebildet. Man hat zuerst 1i+1=?!, 


|-+2=5; zur Bildung dieser zwei Glieder wurden also die zwei jedes- 
mal zunächst vorhergehenden Glieder addirt. Dann hat man 14+2+3=6, 
2+3+b= 11; zur Bildung dieser zwei Glieder wurden die dre ihnen 


jedesmal zunächst vorhergehenden Glieder addirt; die zwei nächsten Glie- 
der entstehen, indem man jedesmal die vier ihnen zunächst vorhergehen- 
den Glieder addırt u. s. w. 





Ist » eine Primzahl von der Form Sn-+5, so sind die Producte 
1.2....n und Ir +2.224+5....3n-+1 zu gleicher Zeit quadratische 
Reste oder Nichtreste: in welchem Falle findet das Eine oder das An- 
dere Statt’ 

Man hahe » Elemente 1, 2, 3....m; man bilde aus denselben 
alle Permutationen. $8o oft nun in einer Permutation ein höheres Element 
früher vorkommt als ein niedrigeres, so heilse dies eine Variation (eine 
Bezeichnung, die schon Cramer io seiner Anirod. a lanalyse des courbes 
gebraucht hat). Rechnet man die Anzahl der Variationen, die in allen Per- 
mufationen aus m Elementen vorkommen, zusammen, #0 heilse dies die 
Summe der Variationen. Für zwei Elemente ist die Summe der Varia- 
tionen = 1, für 3 Elemente =, für 4 Elemente = 72: wie grols ist die 
Summe der Variationen für 2» Elemente’? 
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6. 


Ueber Oberflächen zweiter Ordnung. 
(Yon Herrn Dr. Hesse zu Königsberg in Pr.) 





A. Construction der Hauptachsen der Oberfiächen zweiter 
Ordnung, 


l. 


Es seien: 


1. ar +by’+cezs’+2ayz+2b’zc+2cey-+H2a'ct2b"y+2e'z--d= 0, 

2. yet Rage Risch 2yey tech toys 0 
die Gleichungen irgend zweier Oberflächen zweiter Ordnung, bezogen auf ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem, in welchen der Kürze wegen die Summen 
der homogenen Glieder des zweiten Grades durch f(z,y,<) und ®(z, y, 2) 
bezeichnet werden mögen. Alsdann erhält man durch Differentiation: 

| fa)=rlar+tey+be2), Pea)=NHar+Yy+P'z), 

3. fy)=reıa+bytar), PN)eryat+ßytes), 

Yo=2!batay+cer), Po)=Mrtayt+ y2). 

Wenn nun x&,, Yı> %, die Coordinaten irgend eines Punctes einer 
geraden Linie ? bedeuten, die beliebig durch den Anfangspunct O des 
Coordinatensystems gelegt ist, so sind bekanntlich die Gleichungen der 
durch den Punct O gelegten, diesen Linien conjugirten Ebenen: 

4. sfr. fN)rafQ)=9 
I. ss PH PN) rate = ı 

in diesen Gleichungen kann man x, y, z mit x#,, Yı, 5, vertau«- 
schen, ohne dadurch die Gleichungen selbst zu ändern, Daher fallen die 
beiden Ebenen unter folgenden Bedingungen in eine zusammen: 

6. "= a), ref) Fa)=uP a) 

Aus diesen Gleichungen geht eine Gleichung vom dritten Grade 
in Beziehung auf den Factor 1 hervor, wenn man die Verhältnisse von 
%» Yı> %, die sich aus zwei von ihnen ergeben, in die noch übrig blei- 
bende dritte Gleichung setzt. Die drei Werthe von £%, welche dieser 
Gleichung des dritten Grades genügen, kann man nach einander in die obi- 
gen Gleichungen (6.) setzen und erhält dadurch drei verschiedene Verhält- 
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nisse Von &,, Yı, 2. Es können also durch einen beliebigen Punct O nur 
drei Linien p,, ?, 7, construirt werden, denen conjugirte Ebenen in Bezie- 
hung auf die beiden Oberflächen parallel laufen, oder die zusammenfallen, 
wenn sie durch denselben Punct gelegt werden. 

Bezeichnet man die drei Werthe von u durch {, , %, , %. und die ihnen 
entsprechenden Üoordinaten der drei Linien p,, 2, ?; durch x,, yı, 215 
%ry Yay 225 3, Ya, %, so bat man folgende Gleichungen: 

f(e)=wmP (a); fe@)= ur D' (2), f (a,) = IM D'(z;), 
"n)=mufd, Fd=amP(y); "n)=WmP(y), 
ff) =uP(); G)=mP (2); (=) =WV(z,). 
Multiplicirt man die drei ersten Gleiehungen nach einander mit x,, Y, 2 
und addirt sie hierauf, so erhält man: 
fa) tr fr) trfe) = ml Pa) +r Pl) +29 a)l. 
Addirt man das zweite System von Gleichungen, nachdem die erste mit 
%,, die zweite mit y, , die dritte mit x, multiplieirt worden, so erhält man 
fe) tn fr)tafe) = m la P'(&,) +yPty)+3 D’(2,)]. 
Diese beiden Gleichungen sind nur durch die Grölsen 4 und #, von ein- 
ander verschieden, da man, ohne sie zu ändern, &,, yı,&, mit 9, y., 2 
vertauschen kann. Es ist daher: 
2. f@)+trfW)tref@) = 0, 
Pla) + Py)+2P le) = O0. 
Auf dieselbe Weise ergeben sich noch folgende Gleichungen : 
ea) tn fr) ts fl) = 0, 
3% () Hy: P(y) +30 (2) = 0, 
sfr: Fit fe) = 9 
2,9 (2)+5: 02) +59 (2) = 0% 

Diese Gleichungen lassen sich nun so deuten. Jede durch den Punct O 
in Beziehung auf die Oberflächen (1.) und (2.) gelegte, zu einer der Linien 
Pı s P> , P, conjugirte Ebene geht durch die beiden andern Linien p. Die drei 
Linien p sollen aus diesem Grunde die conjugirten Linien der beiden Ober- 
flächen und die drei Ebenen, die immer durch je zwei derselben gelegt 
werden können, die eonjugirten Ebenen der beiden Oberflächen genannt 
werden. Von den sechs letzten Gleichungen, die die Coordinaten der con- 
jugirten Linien der beiden Oberflächen vollständig bestimmen, sind die 
Iste, 3te und Ste die Bedingungen, dafs die drei Linien p,, p., 7; In Bezie- 
hung auf Oberfläche (1.) zu einander conjugirt sind. Die drei andern 
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Gleichungen können durch passende Bestimmung der Constanten «, ß, Y; 
a‘, %', y’ immer erfüllt werden. Daher muls jedes System conjugirter Li- 
nien der Oberfläche (1,) auch ein System conjugirter Linien der Ober- 
fläche (2.) und irgend einer andern Oberfläche sein, und umgekehrt: wenn 
man die Systeme conjugirter Linien der Oberfläche (1.) mit allen nur 
möglichen andern Oberflächen sucht, so mufs man alle Systeme conjugir- 
ter Linien der Oberfläche (1.) erhalten, 
Durch Elimination des Factors « leitet man aus den Gleichungen 

(6,) leicht folgende ab: 

ft A) -Por)f@) = 9 

f' (3) Da) —P' (a) f(&) = 0, 

fP(y)—-Pa)f rn) = 09; 
welchen Gieichungen die oben erwähnten drei verschiedenen Verhältnisse 
von 7, , Yı, %, ebenfalls genügen müssen, Addirt man nun diese Gleichun- 
gen, nachdem die erste mit einem beliebigen Factor %, die zweite mit », 
die dritte mit «© multiplieirt worden, so erhält man, wenn x,, Yı, &, als 
veränderliche Coordinaten betrachtet werden, die Gleichung eines Kegels; 

1. IF) Fe) PO] + elf) Pa) —f (a) 9’ (z)] 
+uelfe) rd) For) Pa)] = 0, 
der auf seiner Oberfläche die conjugirten Linien der beiden Oberflächen 
enthält, weil dieser Gleichung ebenfalls die drei Verhältnisse von x, , yı , 3, 
genügen. 
Fügt man den Gleichungen (4.) und (5.) die Bedingung bei: 
8%, zuryr+zw=0, 
nemlich dafs die Linie in einer Ebene liege, die mit den Coordinaten- 
Ebenen Winkel bildet, deren Cosinusse sich verhalten wie #:v: v0, 80 er- 
hält man, wenn die aus den Gleichungen (4.) und (5.) sich ergebenden 
Verhältnisse von x,, Yı, 3, in diese Gleichung gesetzt werden: 
0. AWO -FPN HP) OR 
He FU N-F PO = 0, 
also die Gleichung des Kegels (7.), als den geometrischen Ort der Schnittlinie q 
der Ebenen (4,) und (5.), welche zur Linie » conjugirt sind. Wena man 
also eine Linie p um einen beliebigen Punct O in einer beliebigen Ebene 
dreht, so beschreibt die Schnittlinie g der zu dieser Linie » durch den 
Punct O gelegten conjugirten Ebenen einen Kegel der zweiten Ordnung, 
der auf seiner Oberfläche die drei durch den Punct O gelegten conjugir- 
14 * 
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ten Linien der beiden gegebenen Oberflächen enthält. Die Ebene, in wel- 
cher die Linie p sich bewegt, nennt Poncelet die Directrice des durch die 
Linie y beschriebenen Kegels. Diese Directrice kilst sich nun wieder aus 
zwei Seiten 4 des genannten Kegels finden. Denn da die Coordinaten 
X, Yı, %, der Linie 9 auf dieselbe Weise von x, y, z den Eoordinaten der 
Linie g abhängen und umgekehrt x, y, z von x,, Yı ‚2, wie die Gleichungen 
(4.) und (5.) zeigen, so wird die Schnittlinie der zu einer Seite g des 
Kegels conjugirten Ebenen die ihr entsprechende Linie p sein. Man kann 
also mit Hülfe zweier gegebener Seiten g des Kegels zwei Linien p der 
Directrice construiren, mithin die Direetrice selbst. Construirt man nun 
auf die genannte Art zwei Kegel von verschiedenen Directricen, deren 
Spitzen in einem und demselben Punete O liegen, so müssen sich dieselben 
in den drei durch den Punct 0 gezogenen conjugirten Linien der beiden 
Oberflächen schneiden, weil jeder von ihnen das genannte System der 
conjugirten Linien auf seiner Oberfläche enthält, und die der Schnittlinie 
der Directricen entsprechende Linie 4 mufs die vierte Schnittlinie der bei- 
den Kegel sein, wreil diese Linie eine Seite, sowohl des einen als des an« 
dern Kegels ist. 

Mit Hülfe dieser Kegel construirt Poncelef die Richtungen der Haupt- 
achsen einer Oberfläche zweiter Ordnung, indem er als die zweite gege- 
bene Oberfläche eine Kugel annimmt. Die beiden Kegel schneiden sich 
alsdann in 3 Linien, welche aufeinander senkrecht stehen und den Haupt- 
achsen der gegebenen Oberfläche parallel sind. *) 


2. 


Man rücke nun die beiden Oberflächen, sich selbst parallel, so fort, 
dafs ihre Mittelpuncte in den Punct OÖ fallen. Alsdann erhalten die ihnen 
entsprechenden Gleichungen die Form: 

4. foy2)+D d, 
B. Da,yJ)+A=0. 

Verbindet man die Gleichung (A.) mit der Gleichung einer beliebi- 

gen Ebene: 


Ü. ucs+rytwzstp=0, 


so bedeuten bekanntlich z, y, z die Coordinaten der dieser Ebene und der 





*) Traite des proprietcs projeetives des figures par Poncelet, p. 397. 
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Oberfläche gemeinschaftlichen Curve. Fügt man zu diesen Gleichungen 
noch die Gleichung (9.). hinzu, die sich auch unter der Form darstel- 
len läfst: 
D. PAIN w— fa.) + PM u—Flr)-w] 
+r ol fr) = 0, 
so bedeutet x, y, z einen Punet der genannten Curve, der durch die Ebene 
retroffen wird, welche in Beziehung auf die Oberfläche (P.) zu der durch 
ihn an die Curve gelegten Tangente eonjugirt ist. Denn die Cosinusse der 
Winkel, die eine in dem Puncte x, y, z an die Curve geleste Tangente 
mit den Coordinatenachsen bildet, verbalten sich wie: 
for) w—f(2).v:f().u—f(z).w:f'(x).e—f'(y).u. 
Wenn man demnach durch x,, y,, 3, veränderliche Coordinaten bezeichnet, 
so ist: 
Ne FR + ID fe). w] 
+). = 0 
die Gleichung der Ebene, die in Beziehung auf die Oberfläche (BD.) zur 
genannten Tangente conjugirt ist. Damit endlich diese Ebene den Punet 
x, y, s treile, muls die letzte Gleichung erfüllt werden, wenn man statt 
215 Yı> 3 Setzt x, y, z. Construirt man nun in allen ebenen CGurven der 
Oberfläche (A.), die der Ebene (Ü.) parallel sind, alle Puncte x, y, z, die der 
genannten Bedingung genügen, so liegen, da die Gleichung (D.) unabhängig 
von der Constante p ist, diese Puncte in dem Kegel (9,.), und der Kegel 
selbst kann mittelst dieser Puncte construirt werden. Wenn die Ober- 
fläche (.) eine Kugel ist, so sind die gesuchten Puncte x, y, 3 die Fuls- 
puncte des von dem Mittelpuncte der Oberfläche auf die der Ebene (9.) 
parallelen Curven der Oberfläche (1.) gefällten Normalen, und der Kegel, 
der durch diese Normalen gebildet wird, geht durch die Hauptachsen der 
Oberfläche (A.). Man kann nun leicht fünf Puncte der genannten Art 
finden. Verbindet man diese mit dem Mittelpuncte der gegebenen Ober- 
fläche durch gerade Linien, so erhält man eben so viele Seiten des ge- 
suchten Kegels, mit deren Hülfe sich wieder auf bekannte Weise die übri- 
gen Seiten des Kegels finden lassen, Zwei der genannten Linien sind die 
Hauptachsen des durch den Mittelpunet der Oberfläche gelegten, mit der Ebene 
(©.) parallelen Schnittes. Der zu dieser Ebene conjugirte Durchmesser ist 
eine dritte Seite des Kegels. Das im Mittelpuncte der Oberfläche auf die 
erwähnte Ebene errichtete Loth ist wiederum eine Seite des Kegels. Legt 
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man endlich durch den Punct, in welchem das Loth die Oberfläche trifft, 
eine Ebene parallel mit der Ebene (C.), fället hierauf von dem Schnittpuncte 
des Lothes mit der Oberfläche zwei Perpendikel auf die jener Ebene und 
der Oberfläche gemeinschaftliche Curve und verbindet die Fufspuncte der- 
selben durch gerade Linien mit dem Mittelpuncte der Oberfläche, so sind 
dieselben wieder zwei Seiten des gesuchten Kegels. 

Dupin weicht von der angegebenen Construction darin ab, dafs er 
statt der drei zuletzt genannten Seiten des Kegels die Ebenen bestimmt, 
welche den Kegel längs der drei zuerst erwähnten berühren. *) 

Poncelei sowohl als Dupin, die, wie ich glaube, allein die vorlie- 
gende Aufgabe der Construction der Hauptachsen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung behandelt haben, benutzen zu ihren Constructionen Kegel zwei- 
ter Ordnung, oder, wenn man den Schnitt der Kegel mit irgend einer 
Ebene betrachtet, Curven zweiter Ordnung, die nicht unmittelbar durch 
die Oberfläche selbst gegeben sind. Da aber die gegebene Oberfläche un- 
endlich viele Curven zweiter Ordnung darbietet, so schien es mir der 
Mühe werth, zu untersuchen, ob durch eine dieser Curven die Construc- 
tion ausführbar sei. Diese Untersuchung ergab nun die gewünschte Con- 


struction, die ich als das Resultat analytischer Betrachtungen darstel- 
len will. 


3. 


Wenn man die Gleichung (9.), die alle Kegel umfafst, welche auf 
ihrer Oberfläche die durch den Punct O gelegten drei conjugirten Linien 
der Oberflächen (1.) und (2.) enthalten, unter der Form darstellt: 

10. Arf+By’+Cr!+24y2+2Bzc+ley=0. 
so ergeben sich folgende Relationen: 

A =ua(vb'-we)+Y(wa-ub‘) + (ue'-va), 

B = y(va’-wb) +2 (we-ua‘)+u' (ub-ve‘), 

Ü = B’(ve-wa)+a(wb'-uec) + Yy(ua’-vb‘), 
“VA Rwb’-ue) +Y(ub-ve') +u’(we-vb‘) + Bva'-wb) + y(ve-wa'), 
2B' = y(uc’-va) +u(ve -wa‘) +Pß(ua-we’) + y(wb'-ue) +a'wa-ub‘), 
20 = a(va'-wb) +B(wa-ub‘) +yY'(vb‘ -ua‘) + u'(we’ -va) +B'(ub-vc‘). 





*) Sur la description des ligues et des gurfaces du second degre par M. Dupin. Gerg. 
Ann, XIV. pag. 66. | | 
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Setzt man ferner: 


v=bce—a'*, "= be —aa, 
b. “= ca—b”, = ca'—bb', 
„= ab—.c”, "= ab’ —.cc'; 


multiplieirt hierauf die gleichvielten Gleichungen der beiden Systeme mit 
einander und addirt endlich die Gleichungen, so erhält man: 
11. Au+Br+Cu+24u +H2BN +2CW = 0. 
Diese Gleichung ist aber unabhängig von der Oberfläche (2.), so wie von 
der Lage der Directricee. Daher wird jeder Kegel, der auf seiner Ober- 
tläche irgend ein System durch den Punct O gelegter, in Beziehung auf die 
Oberfläche (1.) conjugirter Linien enthält, der Gleichung (1.) genügen. 
Aus diesem Grunde reduciren sich die sechs Bedingungen, die die 

sechs Constanten der Gleichung (10.) (welche aber die Stelle von fünf ver- 
treten), erfüllen müssen, wenn der Kegel (10.) auf seiner Oberfläche zwei 
bestimmte Systeme conjugirter Linien der Oberfläche (1.) enthalten soll, 
auf fünf Bedingungen, aus welchen jene Constauten sich bestimmen lassen. 
Mit Rücksicht auf diese Bemerkungen ergiebt sich nun folgender Satz. 

„irgend zwei durch einen beliebigen Punct gelegte Systeme conju- 

„girter Linien einer Oberfläche zweiter Ordnung liegen auf der Ober- 

„Släche eines Kegels zweiter Ordnung.” 

Wenn man umgekehrt Jie Gröfsen a, b, c; a‘, b/, c‘ durch x, X, #; 
w', A’, u‘ ausdrückt und der Kürze wegen setzt: 
u= abc+?2ab'c' —aa”—bb" —cc'”, 

so erhält man: 


na = Au—u”, na = Nu—uu, 
c. nb = un —X'”, nb' = Nu—ıAN, 
ne =ın—u'*, ne = WN—uu. 


Dieselben Gleichungen erhält man auch, wenn man in den Gleichungen (b.) 
x, Au; u, X, w für ab,c; a,b’, c‘ und na, ndb,ne,na', nb', nc' für 
u,N, 1; W, N, w setzt. Wenn man daher auf die angegebene Art in allen 
Gleichungen dieses Paragraphen die genannten Gröfsen ändert, so wird 
12. Aa+Bb+Cc+24a+2BW +20 c —= 0 

die Bedingung, die der Kegel (10.) erfüllen muls, wenn er auf seiner 
Oberfläche irgend ein System conjugirter Linien derjenigen Oberfläche 
enthalten soll, deren Gleichung ist: 


vYy2)=uX® try +u+reyr+ Net Waeytr 0. 
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Es seien nun 21, Yı, S15 rs Yas 25 %3, Yr, % die Ceordinaten 
irgend eines Systems durch den Anfangspunct der Coordinaten O gelegter 
conjugirter Linien der Oberfläche (1.) und X, Y,Z; X, Y,, Z; 
X,, Y,, Z, die Coordinaten der in diesem Puncte O auf die drei conjugirten 
Ebenen errichteten Lothe: alsdann hat man folgende zwölf Bedingungen: 

F (x) = 0A + f (&:) = 0b Ä,, f (;) = 0; 

"(r) = Bi 4 . fy) = e Fr, !y) = P; Y, 


fa, Fame Zu fo) = 9 2 
aKtnY, Mr“ war 
te or =(, 


u. X +2,Y;,-+ 3; 07 
Drückt man umgekehrt die Grölsen x, y, 2 nn A, Y, Z aus, so erhält 
man, mit Berücksichtigung der Gleichungen (D.): 
2X Kt Y + NY Z)evV XLebn, VYRh=bhn, VA=b;r, 
N ++ Z) eV Y,=by, vVh=by, WY. =b,y;, 
IWX +, Fu Z)=vVZ=bz, vYA=b:, vZ— ==, 2,. 

Die zwölf letzten Gleichungen sind nun die Bedingungen, dafs die 
drei Lothen conjugirte Linien der Oberfläche (x, y,z) = 0 sind. Jedes 
System conjugirter Linien der Oberfläche W steht also senkrecht auf einem 
ihm entsprechendem Systeme conjugirter Ebenen der Oberfläche (1.). Da- 
her muls jeder Kegel, der auf seiner Oberfläche drei durch den Punct 0 
gelegte Linien enthält, die auf irgend einem Systeme conjugirter Ebenen 
der Oberfläche (1.) senkrecht stehen, der Gleichung (12.) genügen. Setzt 
man endlich a=edb=c=1 und «=b=c=—=0, so wird die Ober- 
flüche (1.) eine Kugel und 

13. A+B+CU=0 
die Bedingung, welcher der Kegel genügen muls, wenn er auf seiner Ober- 
fläche irgend drei auf einander senkrechte Linien enthält. 

Die Gleichungen (11,), (12.), (13.), die man auch aus den Glei« 
chungen (a.) erhält, wenn man minnoe=ß=yel, V=-Pf=yY=0 
setzt und die Größen %, v, «= eliminirt, sind nun die Bedingungen, dals 
der Kegel (10.) auf seiner Oberflüche das System conjugirter Linien der 
Oberfläche (1.) enthalte, welche auf einander senkrecht stehen, oder, was 
dasselbe ist, drei den Hauptachsen der Oberfläche (1.) parallele Linien. Denn 
die drei durch den Punct O gelegten, den Hauptachsen der Oberfläche (1.) 
parallelen Linien bilden erstens ein System copjugirter Linien der Ober- 
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fläche (1.); zweitens stehen sie senkrecht auf einem Systeme conjugirter 
Ebenen und drittens sind. sie selbst auf einander senkrecht. Setzt man, 
wie vorhin angedeutet wurde, in den Gleichungen (ae) = ß=y=1 und 
«=ß'=y'=0, so erhält man: 


A= vb’ —wc‘, 

B= we—uda, 

= ua —vb’, 
» \24= ub—e)—ve +uwb, 
2B= uc+v(ic—a— wa‘, 


2 = —ab ra +w(a—b). 


4. 


Unter der Voraussetzung, dals ö=0, dafs also der Anfangspunct 
der Coordinaten O0 in einem Puncte der Oberfläche (2.) liege, suche man 
nun die Bedingungen, unter welchen der Kegel (10.) die Oberfläche (2,) 
in ebenen Curven schneidet, oder, analytisch ausgesprochen, die Bedin- 
gungen, wenn die Summe der Gleichungen (2.) und (10.) sich in lineäre 
Factoren zerlegen läfst. Der eine dieser Factoren muls offenbar, gleich O 
gesetzt, die Gleichung der die Oberfläche (2.) im Puncte O tangirenden 
Ebene sein, nämlich : 


PQa'z+2B"y+24'2). 
Uc+Vy+Wz-+1. 


Wenn man alsdaun das Product der beiden Factoren der Summe der 
Gleichungen (2.) und (10.) gleich setzt, so erhält man für die gesuchten 
Bedingungen: 


Der andere Factor sei: 


Wu" U =0o+A, WHY V = wW+A4, 
14. Ss 2P!'V =P+B, YU+uW=P'+B, 
I W = +6, a’ V + u — Y+C, 


Die Gleichung 
A. Ux+YVy+-Wy+i=0 

gehört unter diesen Bedingungen der Ebene zu, in welcher die dem Ke- 
e«! (10.) und der Oberfläche (2.) gemeinschaftliche ebene Curve liegt. 

Fügt man den Bedingungen (14.) noch die Bedingung (11.) hinzu, 
dals nämlich der Kegel (10.) irgend ein System conjugirter Linien der 
Oberfläche (1,) enthalte, so erhält man durch Substitution der Werthe von 
4,B,C; 4‘, B',C', aus den Gleichungen (14.) in die Gleichung (11.), eine 
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in Beziehung auf U, V, W lineäre Gleichung. Diese Gleichung drückt aber 
analytisch die Bedingung aus, dals die Ebene (A.) durch einen festen 
Punct @ gehe. Legt man nun durch den Punct O irgend ein System con- 
jugirter Linien der Oberfläche (l.) und durch die drei Schnittpunete dieses 
Systems mit der Oberfläche (2.} eine Ebene, so mufs diese Ebene durch 
den festen Punet @ gehen, weil der Kegel, dessen Spitze in O liegt und 
der die der Ebene und der Oberfläche (2.) gemeinschaftliche Curve auf 
seiner Oberfläche enthält, den obigen Bedingungen genügt. Aus der vor- 
angegangenen Betrachtung ergiebt sich demnach folgender Satz. 


„ Wenn man durch einen beliebigen, aber festen Punct O einer Ober- 
„fläche » irgend ein System conjugirter Linien einer zweiten Ober- 
„fläche u legt und die drei Schnittpuncte dieses Systems mit der Ober- 
„fläche © durch eine Ebene verbindet: so geht diese Ebene durch 
„einen und denselben Punct, welches auch das durch den Punct O ge- 
„lIegte System conjugirter Linien der Oberfläche % sei.” *) 


In dem Falle, dals die Oberfläche w eine Kugel ist, in welchem aus der 

Gleichung (11.) die Gleichung (13.) hervorgeht, hat man folgenden Satz. 
„Wenn man durch einen beliebigen, aber festen Punct O einer Ober- 
„fläche irgend drei auf einander senkrechte Linien legt und durch 
„die drei Schnittpuncte der drei Linien und der Oberfläche eine Ebene: 
„so geht die Ebene durch einen festen Punct.” **) 


Der Punct a liegt auf der Linie, welche durch den Punct O geht und 
in Beziehung auf die Oberfläche (1.) conjugirt ist zu der durch den Punct O 
gelegten Tangenten- Ebene der Oberfläche (2.). Denn legt man durch den 
Punct O irgend ein System conjugirter Linien der Oberfläche (1.), von 
denen zwei die Oberfläche (2.) im Puncte O berühren, so fallen zwei 
Schnittpuncte dieses Systems und der Oberfläche (2,) in den Punct 0, und 
die Ebene, die die drei Schnittpuncte des Systems und der Oberfläche (2.) 
verbindet, geht nothwendiger Weise durch die dritte Linie des Systems, 
welche in Beziehung auf die Oberfläche (1.) conjugirt ist zu der die Ober- 
fläche (2.) im Puncte O tangirenden Ebene, 





*) Theorömes nonreaux sur les jignes et snrfaces du second ordre par M. Fregier. Gerz. 
Ann. Vll. pag. 97. 


*s 


r [4 % » . w. 
Theoremes DONFTeANX sur los lignes et surfaees da second ordre par M. Fregier, berg. 


Aun. VI. pag. 237. 
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Legt man durch den Punct O drei Linien senkrecht auf irgend ein 
System conjugirter Ebenen der Oberiläche (1.) und verbindet die drei 
Schnittpuncte dieser Linien und der Oberfläche (2.) durch eine Ebene, so 
geht diese Ebene durch einen festen Punct d, weil die Linien conjugirte 
sind in Beziehung auf die Oberfläche Y(z,y,2). Daher liegt der Punct 5 
auf der Linie, welche durch den Punct O geht und in Beziehung auf die Ober- 
fläche Y (x, y, 2) conjugirt ist zu der im Puncte O die Oberfläche (2.) tan- 
eirenden Ebene. Diese Linie kann auch ohne die Oberfläche (x, y, z) 
construirt werden. Denn legt man durch den Punct O ein System con- 
jugirter Ebenen der Oberfläche (1.), von denen sich zwei in der im Puncte 0 
auf die Oberfläche (2.) errichteten Normale schneiden, und zieht durch den 
Punct O Lothe auf diese Ebenen, so bilden die Lothe ein System conju- 
eirter Linien der Oberfläche % (x, y, 2). Zwei von diesen Linien liegen 
nun offenbar in der Tangenten-Ebene der Oberfläche (2.); die dritte ist 
daher in Beziehung auf die Oberfläche / (x, y,z) zu dieser Ebene conjugirt. 
Wenn man also vom Puncte O ein Loth auf die Ebene fällt, welche in 
Beziehung auf die Oberfläche (1.) conjugirt ist zu der im Puncte O auf die Ober- 
flüche (2.) errichteten Normale, so ist dieses Loth die gesuchte Linie. 

Zieht man endlich durch den Punet O irgend auf einander senkrechte 
Linien und verbindet die Schnittpuncte dieser Linien und der Oberfläche (2.) 
durch eine Ebene, so geht diese Ebene durch einen festen Punct © der 
ita Puncte O errichteten Normale der Oberfläche. Legt man nun irgend 
eine Ebene entweder durch den Punet a, oder durch #, oder durch ce. 
und durch den Schnitt dieser Ebene und der Oberfläche (2.) einen Kegel, 
dessen Spitze im Puncte O liegt, so genügt dieser Kegel in dem ersten Falle 
den Bedingungen (11.) und (14.), im zweiten den Bedipgungen (12.) und 
(14.), im dritten den Bedingungen (13.) und (14.). 


5. 

Die im vorigen Paragraph entwickelten Methoden, die Schnitte 
der Kegel und der Oberfäche (2.) zu finden, welche den Bedingungen 
(11.), (12.), (13.), einzeln verbunden mit (14.), genügen, ergeben nun 
die Construction des Kegels, der allen jenen Bedingungen entspricht, d.h. 
desjenigen Kegels, der seine Spitze im Puncte GO hat, die Oberfläche (2.) in 
einer ebenen Curve schneidet und auf seiner Oberilüche drei den Haupt- 


achsen der Oberfläche (1.) parallele Linien enthält. Denn verbindet man 
15 * 
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die drei Puncte a, 5, c durch eine Ebene, so schneidet diese Ebene die 
Oberfläche (2.) in einer Curve, die auch auf der Oberfläche des gesuchten 
Kegels liegt. 

Die Relationen, welche zwischen den Coöfficienten U, V, W der 
Gleichung (A.) Statt finden, damit die ihr entsprechende Ebene durch die 
Puncte «a,b, c gehe, erhält man durch Substitution der Werthe von A, B, C; 


A’, B', © aus den Gleichungen (14.) in die Gleichungen (13.), (12.), (11.), 
nämlich: 





15. a UT+Hß' UV LV WW rt, 


16. (a’a+ß"’c'+yb’) ÜU-+ (We HB '/bHY'a‘) V+ ("WR Ya Hy) W 
__ aa +bP+cY+2ae +20 +2cy 
= . ’ 
17. (at Hy) UH HR H a H BW 
4 »a+?}P+uy+2x'a' +24 9 +2u'y' 
5 . 

Um diese Gleichungen vortheilhaft zu beschränken, nehme man an, dals: 
ma; dbeß; cay; dad; bp; day; d=ed=0; 
a’ eu; aß: d=y"'; 
dafs also die Oberfläche (1.) und (2.) die nemliche sei, welche durch den 
Punct O geht. Alsdann gehen die obigen Gleichungen, wenn man, wie 
vorhin, der Kürze wegen setzt: n=abc+2uab’c—4aa" —bb"—cc”, 

über in: 














a ULWU VHcC'W ins sahke, 


(at bc He WU + (ac +b"b+ 0a )V+ (ab +D'a'+ee)W 
18, 2 a? +b?+c?-+2a? +20? 4202 





2 ’ 
(au + DW He A)U+ (a’wW+ b’A-+ eu) + (an tb u + cu) W 
In 
pm Ws 
Bezeichnet man die Coordinaten des Mittelpunctes der in Rede ste- 
henden Oberfläche durch A, Y, Z, so hat man folgende Gleichungen: 
aX+cY+VZ+a'=0, nXHta'v tb’ We =0, 
cX+bY+aZ+b’—=0, nY+a'W+b He 0, 
’XÄ+dY+c2+c0=0, nZH+anNi+bW re u=0. 
Die letzte und erste der Gleichungen (18.) gehen, wenn man in 
ihnen die Gröfsen «‘', 2, c’’ durch die Coordinaten des Mittelpunctes der 
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Oberfläche ausdrückt, über in: 
19. UX+VY+WZz=—}, 
20. (aXl+ceY+HV/ZYU+ (X +b5Y+LaZYV + XL aY+cZW 
_.a+b+o 
, 





— 


Multiplieirt man die erste der Gleichungen (18.) mit a+5--c und 
zieht sie hierauf von der zweiten ab, so erhält man 
[Bd +Ya+eb"+Hbe U + Lea’ —(a+ c)b’+aic’]V 
+[da'’ + ab" — (ab) ])W = —(utrtu). 
Drückt man endlich a“, b, c’’ durch X, Y, Z aus, so geht diese Glei- 
chung über in: 
(XU+FYV +ZW) a Hr +) — Ku + Yu +ZA)U— (Ku + YR+Zu)V 
— (AN+ Yu + ZWW = —at+r+ 0), 
aus welcher Gleichung endlieb, mit Berücksichtigung der Gleichung (19.), 
folgende hervorgeht: 
21. AutYW+ ZN) U + Ku HR + Zu) V + XN + Yu +Zu)W 
EB... . un i 


Die Gleichungen (19.), (20.) und (21.) bestimmen nun auf gleiche 
Weise wie die Gleichungen (18.), aus welchen sie hervorgegangen sind, 
die Werthe von U, V, W. Dieselben Gleichungen erhält man aber auch, 
wenn man in den Gleichungen (15.), (16.), (17.) setzt: a=ß=y=1, 
= = ay' —9, u’ = — Y, y'— —B 

Diese Bemerkung lälst nun folgende geometrische Deutung zu, Die- 
jenige Oberfläche, deren Gleichung 

HP +—2Xr—2 Yy—2Zz = 0 
ist, schneidet die Ebene (A.), welche durch die drei Puncte a, 5, ce geht, 
in einer Curve, welche auch auf einem Kegel liegt, der seine Spitze im 
Puncte O hat und auf seiner Oberfläche drei den Hauptachsen der gegebe- 
nen Oberfläche parallele Linien. Jene Gleichung gehört aber einer Kugel 
an, deren Mittelpunet mit dem Mittelpuncte der Oberfläche zusammenfällt 
und die durch den Punct O jener Oberfläche hindurch geht. Verbindet 
man demnach die vier der Oberflüche, der Kugel und der Ebene (A.) 
gemeinschaftlichen Puncte durch gerade Linien mit dem Puncte 0, so 
sind drei von diesen Linien den Hauptachsen der gegebenen Oberfläche 
parallel. Die vierte, den Hauptachsen der Oberfläche nicht parallele Linie 
lälst sich leicht mit Hülfe der in $. 1. angegebenen Methode bestimmen, 
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6. 

Ich lasse jetzt die in-den vorhergehenden Paragraphen angedeutete 
Construction der Hauptachsen einer gegebenen Oberfäche zweiter Ordnung 
im Zusammenhange folgen. 

Man ziehe durch einen beliebigen Punct O der gegebenen Ober- 
Nüche drei Systeme conjugirter Linien und lege durch die drei Schnitt- 
puncte eines jeden Systems und der Oberfläche eine Ebene. Die drei 
Ebeuen schneiden sich alsdann in einem Puncte «. Man errichte ferner im 
Puncte O0 auf drei Systeme conjugirter Ebenen Lothe und verbinde die 
Schnittpunete der Oberfläche und der zu demselben Systeme conjugirter 
Ebenen gehörigen Lothe durch Ebenen. Diese drei Ebenen treffen in 
einem Puncte 5 zusammen. Durch den Punct O lege man endlich drei 
Systeme auf einander senkrechter Linien und verbinde die Schnittpuncte 
eines jeden Systems und der Oberfläche durch eine Ebene. Die drei Ebe- 
nen schneiden sich in einem Puncte c. Diese drei Puncte a, 5, ce können 
einfacher, aber weniger symmetrisch, auch auf foigende Art construirt wer- 
den. Man schneide aui der Linie, welche den Mittelpunct der Oberfläche 
mit dem Puncte O verbindet, vom Mittelpuncte aus, den dritten Theil die- 
ser Linie ab, so erhält man den Punct # [man vergleiche die Gleichun- 
gen (A.) und (19.)].e Durch den Punct O ziehe man drei Lothe auf irgend 
ein System conjugirter Ebenen und verbinde die drei Schnittpuncte der 
lL.othe und der Oberüüche durch eine Ebene. Hierauf ziehe man durch 
den Mittelpunet der Oberfläche eine Linie paraltel mit der im Puncte O 
errichteten Normale, und im Schnittpuncte dieser Linie und der Oberfläche 
errichte man eine zweite Normale an die Oberfläche. Mit dieser ziehe 
man nun durch den Punct O eine parallele Linie, so schneidet diese Linie 
die vorhin erwähnte Ebene in dem gesuchten Puncte 5. Durch den Punzct 
0 lege man endlich drei auf einander senkrechte Linien und durch die 
drei Schnittpuncte derselben und der Oberfläche eine Ebene. Diese Ebene 
wird dann von der im Puncte O aa die Oberfläche errichteten Normale 
im Puncte ce geiroflen, Die drei Puncte a, 5b, c verbinde man durch 
eine Ebene (A.) und schneide die gegebene Oberfläche durch diesell:e in 
einer Curve 4. Beschreibt man endlich mit einem Radius, der gleich ist 
der Entfernung des Punctes O vom Mittelpuncte der Oberfläche, un letz- 
teren eine Kugel, so schneidet diese die Ebene (4.) in einem Kreise «‘, 
welcher die Curve « in vier Puncten trifft. Verbindet man nun diese 
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vier Puncte mit dem Puncte © durch gerade Linien, so sind drei von ihnen 
den Hauptachsen der gegebenen Oberfläche parallel. Um die vierte, den 
Hauptachsen nicht parallele Linie zu bestimmen, ziehe man von irgend zwei 
Puncten & und ß der Curve % und von irgend zwei Puncten y und ö des Krei- 
ses u gerade Linien nach dem Puncte 0. Durch den Puuct O lege man alsdann 
eine auf «0 senkrechte und eine zu dieser Linie conjugirte Ebene und be» 
zeichne durch a’ die diesen Ebenen gemeinschaftliche und der Linie 50 auf 
die angegebene Art entsprechende Linie. Construirt man nun die Linie 
ß’, y', 0/, welche den Linien Oß, 0y, OÖ auf gleiche Weise entsprechen 
und legt eine Ebene durch die Linien «, ß’ und eine zweite Ebene durch 
die Linien y', ö’, so schneiden sich diese Ebenen in einer Linie p. Legt man 
alsdann dureh den Punct O0 zwei Ebenen, von denen die eine zur Linie p 
copjugirt, die andere senkrecht auf ihr ist, so schneiden sich diese Ebenen 
in der vierten, den Hauptachsen der gegebenen Oberfläche nicht paralle- 
len Linie. 
7: 

Wenn zwei Systeme copjugirter Linien @,, di, €&ı5 @, ®,, ©, einer 
Oberfläche «) gegeben sind, so kann man leicht andere Systeme conjugir- 
ter Linien derselben Oberfläche finden. Denn läfst man die sechs gege- 
benen Linien durch einen Punet O gehen, legt drei Ebenen durch die Li- 
nien Q,0,, d,C,, ®,C,, und bezeichnet die Schnittlinie der zweiten Ebene 
und der ersten mit d,, der zweiten und der dritten durch c,;, so bilden 
die dcei Linien a,, d,;, ce, wieder ein System conjugirter Linien der Ober- 
fläche u). 

Wenn drei Systeme conjugirter Linien einer Oberfläche %) gegeben 
sind, so läfst sich mit Hülfe einer gegebenen Oberfläche v) zu jeder gege- 
benen Ebene die in Beziehung auf die Oberfläche %) conjugirte Linie und zu 
jeder gegebenen Linie die conjugirte Ebene construiren. Denn legt man eine 
Tangenten- Ebene an die Oberfläche ®), parallel mit der gegebenen Ebene, 
zieht hierauf durch den Tangirungspunct O die drei gegebenen Systeme con- 
jugirter Linien der Oberfläche ) und verbindet die drei Schnittpuncte eines 
jeden Systems und der Oberfläche v) durch eine Ebene, so erhält man 
drei Ebenen, die sich in einem Puncte schneiden. Verbindet man endlich 
diesen Punct mit dem Tangirungspuncte O durch eine gerade Linie, so ist 
diese die gesuchte. Legt man durch eine gegebene Linie zwei Ebenen, 
construirt zu jeder derselben die in Beziehung auf die Oberfläche u) conju- 
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girte Linie, legt endlich eine Ebene parallel mit diesen beiden Linien, so ist 
diese in Beziehung auf die Oberfläche u) conjugirt zu der gegebenen Linie. 

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen werde ich die Auflösung 
folgender Aufgabe auseinandersetzen: 

‚„, Zur Construction der Richtungen der Hauptachsen einer Oberfläche (1.) 
„sind gegeben zwei Systeme conjugirter Linien der Oberfläche und 
„eine Hülfsoberfläche (2.).” 

Mit zwei Systemen conjugirter Linien der Oberfläche (1.) ist, wie 
oben gezeigt wurde, auch ein drittes System conjugirter Linien der Ober- 
fläche gegeben. Diese drei Systeme lege man durch einen Punct O der 
gegebenen Oberfläche (2.), welcher Punct im Folgenden als der Anfangs- 
punct des Coordinatensystems betrachtet werden soll, auf welches die 
Oberflächen bezogen sind, und construire auf die in $. 4. beschriebene Art 
die drei Puncte @,d,c. Durch diese drei Puncte lege man eine Ebene (4A.) 

Uc+Vy+W:+1=0, 

welche durch die Gleichungen (15.), (16.), (17.) analytisch bestimmt wird. 
Diese Ebene nun schneidet die gegebene Oberfiäche (2.) in einer solchen 
Curve u), dals, wenn man eine durch den Punct O gezogene Linie durch 
diese Curve fortbewegt, die Linie einen Kegel beschreibt, welcher auf 
seiner Oberfläche drei den Hauptachsen der Oberfläche (1.) parallele Li- 
nien enthält. Bezeichnet man nun durch X, Y, Z die Coordinaten des 
Mittelpunctes einer Kugel, die durch den Punct O geht und die Ebene (A.) 
in einem Kreise schneidet, der die erwähnte Eigenschaft der Curve ‚z hat, 
so werden die Coordinaten A, Y, Z durch die Gleichungen (19.), (20.), 
(21.) bestimmt. Diese Gleichungen sind aber, wenn man X, Y, Z als 
verinderlich betrachtet, die analytischen Ausdrücke von Ebenen, die sich in 
dem gesuchten Mitteipuncte der Kugel schneiden. Es bleibt also nur 
noch übrig, diese Ebenen zu construiren. Die Gleichung (20.) ist zusame 
mengesetzt aus den drei Gleichungen: 


(v i > 

aX+:7)+e} +b2=0, 

WW e 1 / 

eX+b(Y+,,)taZ= 0, 

,,y 1 

6 X+@Y+c(Z+,,) => U, 
Die erste von diesen Gleichungen stellt eine Ebene dar, welche durch die 
Mitte des von der Ebene (A.) abgeschnittenen Stücks der x Achse des 
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Coordinatensystems hindurch geht und in Beziehung auf die Oberfläche (1.) 
zu dieser Achse conjugirt ist. Eben so ist die zweite die Gleichung einer 
Ebene, die durch die Mitte des von der Ebene (A.) abgeschnittenen Stückes 
der y Achse hindurch geht und zu dieser Achse in Beziehung auf die Ober- 
fläche (1.) conjugirt ist. Die dritte Gleichung stellt eine Ebene dar, die 
durch die Mitte des von der Ebene (_A.) abgeschnittenen Stückes der x Achse 
hindurch geht und conjugirt ist zu dieser Achse. Die drei genannten Ebenen 
schneiden sich aber in einem Puncte der Ebene (20.), weil die Werthe von 
X, Y, Z, welche den drei Gleichungen genügen, auch der Gleichung (20.) 
genügen. Wenn man nun durch den Punct O irgend ein System auf ein- 
ander senkrechter Linien legt und durch die Mitte der von der Ebene (4.} 
abgeschnittenen Stücke dieser drei Linien drei Ebenen, die in Beziehung auf 
die Oberfläche (1.) zu den ihnen entsprechenden Linien conjugirt sind, sc 
schneiden sich die drei Ebenen ebenfalls in einem Puncte der Ebene (27.). 
Auf diese Weise kann man nun so viele Puncte der Ebene (20.) Guden, als 
nan will; mithin die Ebene selbst. Diese Ebene ist in Beziehung auf die 
Oberfläche (1.) conjugirt zu dem Lothe der Ebene (A.); wie aus der Glei- 
chung (20.) leicht zu ersehen ist. Man kann daher auf die oben ange- 
gebene Art eine ihr parallele Ebene construiren und es bedarf nur eines 
Punctes derselben, um ihre Lage im Raume zu bestimmen, 

Wenn man in der Gleichung (20.) für «a, b, c; a‘, b', e’ setzt: x, \, u; 
u’, X, g‘, so geht sie in die Gleichung (21.) über. Wenn man daher für 
die Oberfläche (1.) die Oberfläche % substituirt, von welcher ebenfalls drei 
Systeme conjugirter Linien gegeben sind (nemlich die Lothe auf den drei 
gegebenen Systemen conjugirter Ebenen der Oberfläche (1.))}, und die an- 
gegebene Construction durch diese Lothe wie vorhin durch die drei Sy- 
steme conjugirter Linien ausführt, so erhält man die Ebene (21.). 

Setzt man in der Gleichung (20.) a=d=ce=1 ud V=f=y=0, 
so geht sie in (19.) über, und die dieser Gleichung entsprechende Ebene 
wird auf dieselbe Weise construirt, wenn man für die Oberfläche (1.) eine 
Kugel substituirt. Um also einen Punct der Ebene (19.) zu £nden, lege 
man durch den Punct O zwei auf einander senkrechte Linien und durch 
die Mitten der von der Ebene (A.) abgeschnittenen Stücke dieser Linien 
drei senkrechte Ebenen auf diese Linien: alsdann ist der Schnittpunct die- 
ser drei Ebenen ein Punct der gesuchten Ebene (19.). Man bemerkt 
aber leicht, dals diese Ebene parallel mit der Ebene (A.) und dafs ihr 
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senkrechter Abstand vom Puncte O gleich ist $ des Abstandes der Ebene (A.). 
Aus dieser Bemerkung ergiebt sieh demnach eine einfachere Construction 
der gesuchten Ebene (19.). 

Die drei Ebenen (19.), (20.), (21.) schneiden sich nur in einem 
Puncte. Beschreibt man um diesen Punct eine Kugel, mit einem Radius, der 
oleich ist der Entfernung des Punctes O von diesem Puncte, so schneidet 
sie die Ebene (A.) in einem Kreise v. Verbindet man die vier Schnitt- 
puncte der Curve % und des Kreises %’ durch gerade Linien mit dem 
Puncte 0, so bestimmen drei von ihnen die Richtungen der Hauptachsen 
der Oberfläche (1.). Die vierte, den Hauptachsen nicht parallele Linie wird 
auf die in $. 6. angegebene Art gefunden. 


Königsberg, den 21. October 1837. 
( Die Fortsetzung folgt.) 
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T. 


Neuer Beweis der Zerlegbarkeit ganzer Functionen in 


reelle Factoren vom ersten oder zweiten Grade. 
(Von Herru Ed. Collins, Staatsrath und Mitglied der Akad. d.,W. zu St. Petersburg. ) 


(Nach einer vor der Kaiserl. Akad. der W, zu St. Petersburg in deren Sitzung am zaten März 1837 


gehaltenen Vorlesung neu bearbeitet. ) 





Der hier mitzutheilende neue Beweis beruht auf folgendem, wie ich 
glaube, bisher noch nicht aufgestellten Lehrsatze, der zwar nicht allein 
für ganze Functionen zu gelten scheint, jedoch hier, wo der Hauptgegen- 
stand nicht mehr fordert, nur auf solche, und überdem, wie jener Beweis 
selbst, nur auf reelle Functiosen beschränkt wird. 

Es bezeichne f(x,y) eine ganze Function irgend eines Grades und 
von der Beschaffenheit, dafs zu jedem Werthe von x, der innerhalb zweier 
gegebenen Grenzen a, und a” beliebig angenommen wird, wenigstens Ein 
reeller, mit ersterem der Gleichung {(x,y) =0 genügender Werth von y 
gehört. Geben nun zwei solcher Paare correspondirender Werthe, x = u, 
y=ß und xs=ua", y=ß"” (wobe ß und " auch allenfalls einander 
gleich sein können), wenn sie successive in eine andre ganze Kunclion 
F(x,y), von gleichfalls irgend einem Grade, gesetzt werden, dieser selbst 
zwei Werthe von einander entgegengesetzten Zeichen, so mufs es zwi- 
schen « und a” wenigstens Einen Werth von x geben, der mit dem ihm 
in der Gleichung f(x,y) =0 correspondirenden reellen Werthe vun y 
zu gleicher Zeit ein Paar zusammengehöriger Wurzeln der Gleichung 
F(xs,y)=0 bildet. 

Beweis. Mögen a‘, a, «”, .... &”"" eine unbestimmte Menge 
einander beliebig nahe liegender Zwischenwerthe von «, und «@” und 
B’, P", B"' 2... EP" die ihnen, als Werthen von x, in der Gleichung 
f(z,y) = 0 respective conjugirten reellen Wurzelwerthe von y bezeichnen. 

Werden sowohl diese verschiedenen Paare zusammengehöriger Wer- 
the, als auch die beiden Paare «, 3 und «”, 8”, nach einander in die 
Function F'(x,y) gesetzt, so muls es, wenn kein einziges derselben diese 
— 0 makclıt, in der Reihe der Resultate; 


I Be 
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F(0,8), Faß), Fla,P"), .... Fa”, amd), Fam, Br”), 
die alle reell sind und deren erstes und letztes entgegengesetzte Zeichen 
haben, wenigstens Ein Paar unmittelbar auf einander folgender Glieder 
von gleichfalls einander entgegengesetzten Zeichen geben. 


. l. (k f e » 
Bezeichnen nun F(«”,ß®) und F(«*+», R*+D) ein solches Paar 
von Gliedern, so wird man also darin «” und a“*') einander so nahe, als 
man irgend will, annehmen dürfen. 














ii (R) +1) 
Mithin wird auch, wenn a” > a*D und 2 —y, 
ak). ar+N ei) a BAHN) oa) Ber B*+N . 
5 = 6, - ze &, ’ —=([ gesetzt wird, Ö eine 


beliebig kleine positive Zahl bezeichnen. Zugleich aber wird, da für 
o—=0 auch _ O0 sein muls, gestattet sein ce == pö zu setzen, unter der 
Voraussetzung, dafs p eine entweder von Ö gänzlich unabhängige oder doch 
eine Gröfse <ei, die für d=0 nicht © wird. 


Demnach ist 
Fr 29) = Fy+b,etpd = 
F 49 + 354 .)+r( -+2P:.7, + P. 54) + 
Fe, pn) — Ry- —, RE == 
Fy9—3E +9.2)+ (55 +29. 32. +9.SH)-...., 


Y Im» Fr Oy.de de 











Nehmen wir nun ’ so klein an, dafs in der rechten Seite jeder 
dieser beiden Gleichungen der absolute Werth des ersten Gliedes, F'(y, €), 
grölser als die Summe aller darauf folgenden Glieder ist, so muls, da 
F(«®, EP) un F (aD, A4+2) entgegengesetzte Zeichen haben sollen, noth- 
wendiger Weise 


a. Fy,d9= 


sein. 
Wegen f(a”, BP) = 0 und f(a*+9, PP+D) = 0 ist aber auch noch 
fat, c+p2) = 
of 0? )2 2 
rno+ (+. AM +Z (5 I+2 2p. Fer T + p’ St... =0 


und 
fY-— a 
79-25 +p. 1,8 x (42 ai nun L. + pP. ah 


d dy: 





folglich auch 
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F 0? fo? Pe) 
w9+ (5 uiderer I .+p.72)+ „= U 


Öy.de 
und 


24 D F 
rP-3 +50 +3p- 5 ee pP“ "o7. Zar ZF)t.. = 0. 


Da aber jede dieser beiden Gleichungen eine endliche Anzahl von 
Gliedern begreift, und dabei wenigstens für jeden Werth von Ö Statt ha- 
ben muls, der den höchsten der für die Begründung der Gleichung (a.) 
erforderlich gewesenen nicht übersteigt, so wird dort jeder von ö unab- 
hängige Ausdruck, er möge allein oder multiplicirt mit einer Potenz von Ö 
vorkommen, einzeln =0, folglich auch 


, ” b. [v9)= 
sein mussen. 


Aus (a.) und (2.) ergiebt sich also, dafs, unter den im Lehrsatze 
aufgestellten Bedingungen, die Gleichungen f(z,y) = 0 und F(z, y) =0 
wenigstens Ein Paar gemeinschaftlicher reeller Wurzeln, e=Yy und y=: 
haben müssen, von welchen y zwischen den Grenzen « und «‘” liegt. 








Der aus der Division einer gegebenen ganzen Function einer Variabeln 
1. f= "tat La" "+... +" Vet a, 
deren Grad 2% nicht niedriger als der zweite ist, durch eine ganze Func- 
tion vom zweiten Grade 
2. —brcHtc 

entstehende Rest kann nur entweder eine Constante oder eine Function 
vom ersten Grade von x sein. 

Er mufs daher in der allgemeinen Form ?2+-u enthalten sein, wo 
! und © von © unabhängige Ausdrücke und blofs Functionen der CGoefh- 
cienten «, a’, a", .... a", a”, b, c von der Beschaffenheit bezeich- 
nen, dals in jedem Falle, wenn (2,.) ein Factor von (1.) ist, sowohl 
t=0 als v=0 wird. 

Wird aufserdem der, übrigens uns hier ganz gleichgültige Quotient 
der Division durch Q bezeichnet, so ist 

3. fe = Or —Iet-l0)+(tetu). 
Nun seien « und ß die beiden reellen oder imaginären Wurzeln 


der Gleichung 


"—bıs+c=(, 
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und zwar: 
. a=4b4vab—d, B=y4b-yYaß-o), 
oder, wenn man der Kürze halber 
9. bb =p, 40’ —c=yg 


setzt 
6. a=p+V9 ß = p—yg. 


Dann folgt offenbar aus (3.): 
I: fe = ta-tu, 
8. rB=t+u 


9. = ep 


und hieraus: 








a—Pß ’ 
10. en LIE 
a—ß * 


Nun giebt (1.): 
ll. fü = "earth. 4 a”, 
12 Be Rteß tape t....den, 


weshalb 
13. fe —f? == 
+ aaO) + RL... + ara), 
14. ufß u Pf« = 


— Pa) +) +... + (a P)]+ a” (a —P) 
ist: Relationen, aus welchen, mittelst (9.) und (10.), und weil aus (4.) 
ao—ß=2yg und aß=p’—gq ist, die Gleichungen 

_ P+VYM-p-Vg? , „etVDt-e VD 
15. i= 3Y7 +u 3V7 +...: 
ne) ( VV?— —V )® ri 
ee „(pt 9) + a a: 
= —_ (ler 2 -e-VY „Lt D°-P-Vg” 
16. um (p q) 2Vq +4 2Vyq + 


TIL +02] +a" 




















entspringen. 

Da nun als bekannt vorausgesetzt werden darf, dals jede Gleichung 
von einem ungeraden Grade wenigstens eine reelle Wurzel, jede ganze 
Function von ungeradem Grade also wenigstens einen reellen Factor 
vom ersten Grade hat, nach dessen Ausscheidung eine ganze Function von 
geradem Grade hervorgeht, so brauchen wir uns bei unserm Beweise blofs 
auf die Betrachtung von ganzen Functionen letzter Art zu beschränkeu 
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und dürfen daher 
17. n = 2m 





annehmen, 
Setzen wir überdies der Kürze halber allgemein: 
_ n(an—I)n—?2).... Sr nn 
16 ‚n,; m 3% 


so erhalten wir, (15.) und (16.) mittelst des PRRETARESENR entwickelnd 
und dabei reducirend, 


9. = (Amp +Qmp”®g +... +(2m), p’g"?+2mpg”') 
+ a’ ((?n-1) p”" "+ (Qm-1),p""y + ....+ (2m-1), Pa ge") 
+4 ((2m-2) p”" h: sus: np IR er (2m-2), pP’ 4" "+ (Im-?)p q”’) 
” am, 2» . , s ’ 7 ’ E) ® eo ” . 
-- a" nF 
20. = --(p’-4) |((2m-1) pP”? + (Qm-1), pP” +....+ (Qm-1), p’ "+ g”") 
+ a’ (Qm-2)p"?+ (Am-2), P""g -F....+ (Qm-2), pP g" + 2m-2)pg” ') 
+ a (Qm-3)P""+ (Qm-3), pP" g-+....-+ (2m-3), p° q"’+g”°) 
+ a" 3,2p+ ar] ta”, 
welches man auch so: 


1. = (mm ta) + am, (A) + 2m 


- 
+ a (2m) + 2m, Hm) ++ mn, (2) + (2) 
+0” ((2m-2)+2m-2); 2 4m 2,4) +...+02m-2,(2)" ee 
a a ae 
+, 
22, “= - (1-2) |(Om-1)+@m-), 4 I +(2m-1),(4 2) +... +@m-0,(2)" + (24)”) pi 
+ a’ ((2m-2)+(2m-2), 2 het (2m), (3) +2m-2) ( 4 Ye 
+a"((m-3)+Qm- 9, ea en (Qm-3), 4) + (4)" pr: 


+ ur), 2 p’ + ar? pr] + a, 
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oder, wenn man 


23. >: = k oder g —- kp‘ 


setzt, auch so schreiben kann: 
24. t= (Imk”"+ (2m), "+ (2m), Kt... + (2m) k+2m) pr 
+. (Ak + 2m2), Kt +Qm-1),R +. + (Qm-1);k -+Im-1) pp” 
+a” (Am?) "+ 2m), K + Qm2), Kr... + lm), K--29m-2) pr? 
+-.a””" ), 2p n. ü u” 
25. u= (k-1) [(k”"+ (2m-1), A" + (Qm-1), K"°...+(2m-1),k-+-2m-1)p” 
+ 0 (m) KR + (2m), KL... +2m-2), k--2n-2) pr 
+ a (MÜLH- RM AA 2m-3),k4+Im-3) 0”? 
® . * ® ® . . o . . “ - . e ” * E - © . 
+ (a9, 2p° + a”, 7°] tu"), 
Hieran knüpfen sich folgende Wahrnehmungen und Schlüsse: 

J. In Bezug auf > ist die Function £ immer von ungeradem, % im- 
mer von geradem Grade. 

II. Ist on eine ungerade Zahl, so ist u in Bezug auf k von ungeru- 
dem Grade, weswegen alsdann, in der Gleichung & = O für jeden reellen 
Werth von >, k wenigstens einen reellen Wurzelwerth haben muß. 

1. Ist x eine gerade Zakl, so wird man, aus (24.) und (25,) die 
Potenz A” eliminirt, noch eine Function v von ? und % erhalten, welche, 
in Bezug auf k, vom (m—1)ten, also von einem ungeraden Grade seiu 
wird. Um diese Elimination zu vereinfachen, kann man, was der Allge- 
meinheit der Untersuchung keinen Eintrag tbut, «= 0 setzen; und weil 
alsdann 

6 !i= (Imk”tt (2m) Kite. (Im), &+ 2m) pr | 
+4 (Qm—2) kr? + Im—2), RK +....+ (2m —2), k+2m—2) p?” 
+ wie oben (24.) 
ist, so giebt die Elimination: 
27. v—= Imu-(k-1)pt= (k-1)| Ram); Kr +40im), KH... m?) 2m) p*” 
2a‘ (k”" etc.) pP”? 
— a” (k”* etc.) p?” 


- “ . * @ ® o 


Yan?) Ya? (2m-1) y” (2 
+ 2a" (m-1)p — a" pl] ta”, 
weswegen in der Gleichung » = O0 für jeden reeilen Werth von p, k 
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gleichfalls wenigstens einen reellen Wurzeiwerth haben muß. Da nun 
offenbar für 2=0 und v=0 auch v= 0 wird, so kann, wenn man 
will, » die Stelle von % vertreten, 

IV. Die Polynome 

2mk”"+ (Im), A"... (2m), k+2m, 
+ 2m—1), Kt... t+QRm—N),; km, 

2 (2m), k"?+ 4(2m) K"+....+(2m—2).2m, 
womit respective in (24.) und (26.) die höchste Potenz 9°”! und in 
(27.) eben dieselbe multiplieirt ist, erhalten für jeden positiven Werth 
von k selbst keine anderen als positive Werthe. 

V, Deshalb wird der Multiplicator von p°* sowohl in (25.), wo er 

(k—1) ("+ (2m —1), k"? + ....+ 2 m—1); k+2m—1), 
als in (27.), wo er 

(k—1) (2 (2m); "+4 (Im) A”°4....+(2m—2)2m) 
ist, für jeden positiven Werth von k, »<{1, negativ, für jeden Werth 
von k, #1, dagegen positiv sein, 

VL Es mufs, von welcher Gröfse und welchen Vorzeichen auch die 
Coeffcienten «', a’, etc, in (1.) sein mögen, immer möglich sein, für p 
einen absoluten Werth P zu finden, welcher in (24.) oder (26,) das erste, 
die Potenz p°”' enthaltende Glied für alle Werthe von k, von » bis w', 
und zugleich in jeder der Formeln (25.) und (27.) das erste, von der 
Potenz p°” aflicirte Glied, sowohl für A=x als für k=u‘, und zwar je- 
des der namhaft gemachten Glieder, seinem absoluten Werthe nach, grö- 
[ser als die Summe aller respective darauf folgenden Glieder macht. 

VII Demnach wird 

fürp=+P ud k=u, u in (25.) oder v in (27.) negativ, 

- p=+P - kan, Us - - nm. = posiiw 
sein. Also muls die Gleichung v=0, oder v=0, sowohl für y= + P 
wenigstens einen, zwischen # und’ fallenden reellen Wurzelwerth k = u, 
als auch für y=—P wenigstens einen, zwischen dieselben Grenzen fal- 
lenden, reellen Werth k =y haben; wobei es unentschieden bleiben mag, 
ob und wann & und v identisch sein können, 

VHI. Alsdaun aber wird 

für ay=+P wd k=yu, t, in (24.) wie in (26.), positiv, 

.v=-—P - k=,, ,“ .- - .20. negativ 
sein. 


Crelte’s Joumal d.M. Bd. XYIll. Hü.2. 17 
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IX. Daher muls es, kraft des oben begründeten Lehrsatzes und in 
Folge des unter II. für ein ungerades »r» und unter III. für ein gerades m 
Bemerkten, zwischen + P und — P wenigstens einen reellen Werth von 
p geben, der mit dem ihm in (25.) = 0 oder in (27.) = 0 correspon- 
direnden reellen Wurzelwerthe von A ein Paar den Gleichungen (24.) = 0 
und (25.) =0 oder den Gleichungen (26.) =0 und (27.) =0 gemein- 
schaftlicher Wurzeln bildet. 

X. Wegen (23.) wird es also auch wenigstens ein Paar den Glei- 
ehungen (21.) = 0 und (22.) = 0 gemeinschaftlicher reeller Werthe von 
p und g und folglich, nach (5.), wenigstens ein Paar reeller Werthe von 
b und c geben, die in (3.) den Rest ?@--u=0, mithin —br-+c zum 
Factor der ganzen Function (1.) machen, 
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&. 


Auflösung der Aufgabe 1. (links) im Anhange des 
ersten Bandes der „Systematischen Entwicklung der 
Abhängigkeit geometrischer Gestalten ete.” 
von J. Steiner. 


(Vom Herrn Schaellibaum, Privatlehrer zu Berlin, ) 





„Wenn in einer Geraden A vier harmonische Puncte und in einem ebe- 
„nen Strahlbüschel 3 vier harmonische Strahlen gegeben sind, so sind die 
„zwei Gebilde A und B in Ansehung der gegebenen Elemente auf acht ver- 
„schiedene Arten projectivisch ($.8. 1. ß.) und können in Rücksicht auf 
„jede Art in perspectivische Lage gebracht werden. Wenn nun in einer 
„Ebene die Lage der Geraden A als fest angenommen und der Strahl- 
„büschel B auf alle Arten mit ihr perspectivisch gelegt wird: welche ge- 
„genseitige Beziehung haben dann die 8 (oder 16) Puncte, in welche sein 
„, Mittelpunct fällt ?” 

Es seien (Fig, 1,) in der Geraden A die vier harmonischen Puncte 
a, c, b, d gegeben, von welchen a und <, b und d einander zugeordnet 
sind; und im Strahlbüschel 3 seien die vier harmonischen Strahlen «, ec, 
b, d gegeben, und zwar sei @ dem c, b dem d zugeordnet. Ferner werde 
die A in ihrer Lage als fest angenommen, während die Lage von R eine 
beliebige ist. Die in der Aufgabe angedeutete, achtfache projectivische Be- 
ziehung zwischen den zwei Gebilden besteht (nach $.8. 1. ß. des Steiner- 
schen Werkes) darin, dafs man denselben Elementen a, c, 6b, din A die 
gegebenen vier Strahlen in 3 der Reihe nach in folgenden acht verschie- 
denen Rangordnungen entsprechend setzen ‚kann: 


a, c,b,d; a,c,d,b; c,a,b,d; c,a,d,b; 
rt! db, da 
und für jede dieser acht Arten lälst sich 3 mit A perspectivisch legen, 
d. h. man kann den Strahlbüschel B in der Ebene der Geraden A in solche 
Lage bringen, dafs die in demselben gegebenen Strahlen, und zwar ohne 
Veränderung der Winkel, welche sie mit einander einschlielsen, durch 
17 * 
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die entsprechend gesetzten Punete in A gehen. Auf diese Weise erhält 
man im Allgemeinen auf einer Seite von A acht Puncte, in welchen sich 
der Mittelpunet des mit A perspectivisch gelegten Strahlbüschels B befin- 
den kann. (Dafs, nach $.13. II. a.a.O., für jede Art der projectivischen 
Beziehung, 3 mit A auf zwiefache Weise perspectivisch liegen kann, so 
jedoch, dals sein Mittelpunet auf entgegengesetzte Seiten von A fällt, mag 
vor der Hand unberücksichtigt bleiben.) Da nun, wie aus den Betrach- 
tungen in $. 8. a. a. ©. sich ergiebt, die gegenseitige Lage von vier har- 
monischen Strahlen eines Büschels vollständig bestimmt ist, wenn die Win- 
kel der zugeordneten Strahlenpaare gegeben sind, so kann man zur Auf- 
findung der genannten Puncte folgendes Verfahren anwenden. Man be- 
schreibe über den Abständen ac, bd, als Sehnen, Kreisbogen, welche be- 
ziehlieh die Winkel der zugeordneten Strahlenpaare in BD, wie diese nach 
einer der acht Rangordnungen den Puncten a, c und b, d entsprechen, 
als Peripheriewinkel fassen; der Durchschnittspunct dieser Kreisbogen ist 
einer der gesuchten Puncte, und zwar derjenige, welcher der gewählten 
Art der projeetivischen Beziehung zugehört. 

l. Es mögen von obigen acht Rangordnungen der Strahlen a, c, 
d, 5 zunächst die ersten vier, in einer Reihe neben einander stehenden 
ins Auge gefalst werden. Der Abkürzung wegen sollen (ac), (bd) bezieh- 
lich die Winkel der Strahlen @ und c, 5 und d bezeichnen, wie sie in 
Fig. 1. durch Bogen bemerklich gemacht sind. Beschreibt man nun über 
dem Abstande ac in A die zwei Bogen u, , , von unter sich gleichen Krei- 
sen M,, M,, die über ac beziehlich die gegebenen Winkel (@c) und 
x — (ac) als Peripheriewinkel fassen; und gleicherweise über bd die zwei 
Bogen f,, 4, der unter sich gleichen Kreise M,, M,, welche über bd 
beziehlich die gegebenen Winkel (?d) und = — (dd) als Peripheriewinkel 
enthalten: so sind, wie aus dem Vorigen und aus der Betrachtung des 
Strahlbüschels 3 folgt, die Puncte B,, B,, B,, B,, worin sich bezieh- 
lich die Kreisbogen x, und %,, {» und 4, i%, und u, schneiden, die vier 
Lagen für den Mittelpunct des Strahlbüschels DB, wenn dieser auf die er- 
“_ wähnten vier Arten mit A perspeetivisch gelegt wird. (In Fig. 1. sind, 
um nicht die Uebersicht zu erschweren, die Strablen aus B,, B,, B,, 
B,, .... nach a, c, b, d weggelassen.) Es sollen ferner die Mitten von 
ac, bd beziehlich mit m, m, bezeichnet werden, und die Strecke au (= mc) 
heilse r. 
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Der Punct m ist der innere Aehnlichkeitspunct *) der Kreise M, 
und M,; und m, hat dieselbe Beziehung zu den Kreisen M, und M,. 
Wenn daher eine Gerade, z. B. aus m, die Kreisbogen u, und u, in zwei 
Puncten schneidet, so ist das Product aus den Abständen dieser Puncte 
von m constant und = r’. Zugleich aber ist ($. 8. des angeführten Wer- 
kes) auch = mb.md, und jede Secante aus m durch die Kreise M,, 
M, schneidet jeden derselben in solchen zwei Puncten, deren Abstände 
von m ein constantes Product = r” bilden. Deshalb muls, wenn man 
etwa die Gerade in D, zieht, der Punct, worin dieselbe den Kreisbogen », 
trifft, zugleich im Bogen u, liegen, und kann folglich kein andrer als R, 
selbst sein. Daher geht die Gerade m, durch B,, und eben so mB, 
durch B,; andrerseits folgt auf dieselbe Weise, dafs die Geraden 2, B,, 
B,B, sich in m, schneiden. — Wird ferner durch die drei Puncte BR, , 
B,, B, ein Kreis gelegt, so kann dieser, weil nach dem Vorigen mB,.mB, 
—=mB,.mB,=r’, die Gerade m BD, zum zweitenmale in keinem andern 
Puncte als in B, treffen. Daher liegen B,, D,, B,, B, in einem Kreise P. 
Man beschreibe jetzt über ac, bd, als Durchmesser, die Kreise m, m,; r ist 
der Halbmesser des ersten Kreises. Einer der Durchschnittspuncte der 
Kreise P und m sei N, so ist mN=jr; da aber mB,.mB, =r‘, so 
ist mN zugleich eine Berührende aus m an den Kreis P in N und steht 
senkrecht anf dem Halbmesser PN desselben Kreises. Dieser schneidet 
also den Kreis m und aus denselben Gründen auch den iKreis m, recht- 
winklig. Daraus folgt weiter, dals der Punct p, worin sich die Geraden 
B,B,, B,B, schneiden, und welcher der Pol von A in Bezug auf den 
Kreis P ist ($. 44. a. a. O.), auf der gemeinschaftlichen Sehne der Kreise 
m, m, liegt. Das bisherige Ergebnils ist demnach folgendes. 

Die Puncte B,, B:, B;, B, legen ın einem Kreise P, der die bei- 
den Kreise m, m, rechtwinklig schneidet. Fafst man sie als vollständiges 
Viereck ($.19. a. a.0.) auf, so schneiden sich zwei Paare gegenüberste-. 
hender Seiten desselben, nämlich B,B, und B,B,, B,B, und B,B,, auf 
der Geraden A, und zwar in den Mittelpuncten m, m, der gleichnamigen 





*) Wegen der Benennungen: Aehnlichkeitspunct, Aehnlichkeitslinie, gemeinschaft- 
liche Potenz zweier Kreise, rechtwinklig schneidende Kreise u. s. w. ist auf die Steiner- 
sche Abhandlung ‚, Geometrische Betrachtungen” im 1. Bande dieses Journals und auf eine 
Darstellung desselben Gegenstaudes von Gergonne im 17. Bande seiner Annales de mathem. 


zu verweisen, 
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Kreise; das dritte Paar B,B,, B,B, begegnet sich auf der gemeinschaft- 
lichen Sehne der genannten Kreise im Pole von A in Bezug auf den 
Kreis P. 


2. Für die vier übrigen Rangordnungen der gegebenen Strahlen 
in B (welche die Umkehrungen der ersten vier sind) erhält man die 
zugehörigen Lagen des Mittelpuncts des Strahlbüschels 3 für die per- 
spectivische Lage desselben mit A, nämlich ®,, ®,, B;, ®,, durch 
ein analoges Verfahren, wie in (l.) die 3,, B,, B,, B, erhalten wur- 
den. Was daselbst von diesen gezeigt worden, gilt auf gleiche Weise von 
jenen. Es müssen also die Puncte ®,, B., B;, B, in einem Kreise 
P, liegen, welcher die Kreise m, m, rechtwinklig schneidet; in dem durch 
sie bestimmten vollständigen Vierecke schneiden sich zwei Paare ‚gegen- 
überstehender Seiten, nämlich B, B, und B,B,, BB, und B,B,, auf 
A, und zwar in den Puncten nı, m, w s. w. 


3. Man denke sich für einen Augenblick aus allen acht Puncten 

B,, B,, B,, B, und 3,,? DB, B3, B,, die Strahlen nach a, c, b,d 
gezogen, also den Strahlbüschel 3 auf sämmtliche acht Arten wirklich 
in perspectivische Lage mit A gebracht, Daun ist unmittelbar klar, dafs 
Winkel bB;c —=W, bB,ıt, u.8.f. und aBd=ıad,?, u.S, f.; eben so 

Ww. aBb=W.ad,b, ws.w. und <Bd=cd,d, us w; 

und es liegen folglich sowohl die Puncte a, d, als b, c mit jedem der 
Punctenpaare DB, und 3, ; B;, und ®., B, und 3; ‚ 2, und 3, in Krei- 
sen; eben so gehen Kreise sowohl durch die Puncte a, b, als durch 
c, d, und durch jedes der Punctenpaare DB, und 3,, DB, und 3,, 2, und 
9,, B, und ®,. Demnach ist z, B. die Gerade 3, 3, die gemeinschaftliche 
Sehne zweier Kreise, von denen der eine noch durch a, d geht, während 
der andere die A in b, d schneidet. Wird 3,3, verlängert, bis sie die 
A in irgend einem Puncte f trifft, so ist fB,3, die gemeinsame Secante 
der vorgenannten zwei Kreise, und auch fd schneidet sowohl den einen 
als den andern Kreis. Daher ist fB,.fB, = fa,fd = fc. fb, woraus un- 
mittelbar folgt, dals f der äulsere Aehnlichkeitspunet der Kreise m, m, ist 
($s.10.—12. der angeführten Abhandlung), Wenn andrerseits die Gerade 
B,%;, die A im Puncte e trift, so ergiebt sich aus ähnlichen Gründen, 
dals eB,.eB,=ra.cb=ec.ed und e der innere Aechnlichkeitspunct der 
Kreise m, m, ist. Weiter ist klar, dals die Geraden DB, B,, B,B,, B, ®,, 
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B,Dd, sämmtlich die A in f treffen, während die Geraden B,®,, B;3;, 
B,8,, B,B, sich auf A in e begegnen. 

Werden von den vier Puncten, in welchen der Kreis P (1.) die Kreise 
m, m, schneidet, zwei solche fixirt, die (nach $. 9. der angeführten Abhand- 
lung) auf einer Geraden mit f liegen, so ist das Product ihrer Abstände 
von f constant und gleich der äulsern gemeinschaftlichen Potenz dieser 
Kreise, oder = fa.fd; und jede andere Secante aus f durch den Kreis P 
trifft diesen in zwei Puncten von gleicher Beschaffenheit. Es ist aber auch 
jedes der Producte fB,.fB,, fB..f®., fB,.fB;, fD,.fB, gleich 
fa.fd: folglich muls derselbe Kreis P, der durch die Puncte B,, D;, 
B,, BD, geht, auch durch die Puncte B,, B., B;, ®, gehen, und der 
in (2.) vorläufig angenommene Kreis P, ist identisch mit P. Ferner tref- 
fen die vier Geraden B,B,, B,B,, BB. , B.P9; in einem Puncte » 
zusammen, welcher auf der gemeinschaftlicben Sehne der Kreise m, m, 
liegt und der Pol von A ist in Bezug auf den Kreis P. Die vollständige 
Beantwortung der vorgelegten Frage ist also diese: 

Die acht Puncte, worin der Mitielpunct des auf alle acht Arten 
mit der festen Geraden A perspectivisch gelegten Strahlbüschels B sich 
befindet, liegen sämmtlich in einem Kreise P, welcher die über ac, bd 
als Durchmesser beschriebenen Kreise m, m, rechtwinklig schneidet; sie 
sind in demselben so gruppirt, dafs vier mal zwei derselben sowohl mit 
beiden Mittelpuncten der Kreise m, m,, als auch mit deren Aehnlich- 
veitspunclen e, f, und endlich mit dem Pole p von A in Bezug auf den 
Kreis P in Geraden liegen. 

Hieraus geht weiter hervor: Wird in irgend einem Kreise P, wel- 
cher die beiden Kreise »n, »», rechtwinklig schneidet, ein beliebiger Punct 
B, als Mittelpunct eines gegebenen und mit A perspectivischen Strahl- 
büschels B angenommen, und wird ferner A als in fester Lage befindlich 
angesehen: so sind die Puncte, auf welche, für die sieben aufserdem noch 
möglichen perspectivischen Lagen beider Gebilde B, A, der Mittelpunct 
von B fällt, leicht zu finden und als gegeben zu betrachten. Denn zieht 
man z. B. mıD2,, so schneidet diese Gerade den Kreis zum zweiten Male 
in B,; m, B,, m,B, geben beziehlich B,, B,. Die Geraden aus einem 
der beiden Aehnlichkeitspunete der Kreise m, m, nach den bereits gefun- 
denen Puncten schneiden den Kreis P zum zweiten Male in den noch 
übrigen vier Puncten B,, Ba, B;, Bi» 
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Giebt man nun die Einschräukung auf, dafs die Mittelpuncte von 
B nur auf der einen Seite der festen Geraden A liegen sollen, so ist von 
selbst klar ($.13. II. des Steinerschen Werkes), dafs auf der andern Seite 
von A sich Alles auf gleiche Weise verhält. Auch hier befinden sich 
acht Orte des Mittelpunetes von B, die in Bezug auf A mit den ersten acht 
symmetrisch liegen; und Alles, was von diesen in Rücksicht auf Lage und 
Construction gesagt wurde, gilt auch von jenen. 

4. Besondere Erwähnung verdient noch der specielle Fall, wo von 
den gegebenen Strahlen in 2 zwei zugeordnete, etwa a und c, auf einander 
senkrecht stehen und also ($.8. a.a.0.) die Winkel zwischen den zwei 
übrigen (b,c) hälften. Man erhält jetzt für jede zwei von den obigen acht 
Rangordnungen, bei welchen die rechtwinkligen Strahlen a, c beziehlich 
durch eben dieselben Puncte in A gehen, nur einen Punct als Ort des 
Mittelpuncts von PB, wenn dieser mit A perspectivisch gelegt wird. Die- 
ses findet viermal Statt, nämlich bei den Rangordnungen 

a,cdb,d und a,c,d,b; c,a,b,d und 5a.d,b; 

d,d,cs,a und b,d,c,a; d,db,ac und b,d,a, c. 

Daher ergeben sich im Ganzen nur vier solcher Puncte, und man kann 
sagen, es seien in diesem Falle zwei und zwei der ursprünglichen acht 
Puncte, nämlich B, und B,, B, und B,, 3, und B,, ®; und , zu- 
sammengefallen. Beschreibt man wieder (Fig. 2.) die Kreise m, m,; fer- 
ner über ac die Bogen m,, m, der unter sich gleichen Kreise M,, M,, 
welche beziehlich über der Sehne ac die gegebenen Winkel (dd) und 
#—(bd) als Peripherie- Winkel falsten; und eben so über bd die Bogen 
%ıy fa der gleichen Kreise M,, M, vom derselben Eigenschaft: so sind 
die Puncte ß,, ß,, worin der Kreis m die Bogen y,, {, schneidet, und 
die Puncte £,, ß,, worin der Kreis nı, die Bogen m,, m, trifft, die vier 
Lagen des Mittelpunctes von B für die perspectivische Lage. 

Nun gehen aus denselben Gründen, welche io (1.) und (3.) be- 
nutzt wurden, die Geraden ß,%, ß; ß; beziehlich durch die Mittelpuncte 
m,, m; ferner die Geraden ß,ß;, ß,ß; durch den äulsern Aehnlichkeits- 
punct e der Kreise m, my. Die vier Puncte ß,, Ps PB, P; liegen in 
einem Kreise P, welcher die Kreise m, m,, und zwar in eben diesen 
Puncten, rechtwinklig schneidet. Die gemeinschaftliche Sehne der letzten 
beiden Kreise wird von den Geraden ß, ß., ß; ß; in einem Puncte p ge- 
schnitten, welcher der Pol von A in Bezug auf den Kreis P ist. Be- 
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kanntlich schneiden auch die Kreise m, m, einander rechtwinklig; und je= 
der Kreis durch a und c, b und d schneidet beziehlich die Kreise m,, m 
unter einem rechten Winkel. Da nun der Kreis m in ß, von beiden Kreisen 
P, M,, und in ß, von den Kreisen P, M, geschnitten wird, so sind die 
Geraden mß,, mfß, nicht blols Tangenten an den Kreis P in den genannten 
Puncten, sondern zugleich beziehlich Tangenten an die Kreise M, und M,; 
eben so berühren die Geraden m, ß;, m, ß, in ß;, ß, sowohl den Kreis P, 
als auch beziehlich die Kreise M,, M;,. Folglich sind ($. 43. a.a. ©.) die 
Puncte ß,, ß2> Ps, P, vier harmonische Puncte im Kreise P, und dieser 
wird in denselben Puncten beziehlich von den Kreisen M,, M,, M,, M; 
berührt. | 

Demnach sind umgekehrt die vier Puncte, worin irgend ein Kreis P 
die Kreise m, m, rechtwinklig schneidet, die vier Orte des Mittelpuncts 
irgend eines bestimmten Strahlbüschels B für seine perspectivische Lage 
mit der als fest angesehenen Geraden A, und von den Strahlen in 3 
stehen zwei harmonisch zugeordnete senkrecht auf einander. 


Cre!la's Journal d. M. Bd. XV. Hit. 2. 18 
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9. 


Ueber die 44. Aufgabe im Anhange zum ersten Bande 
des Steinerschen Werkes: „Systematische Entwicklung 


der Abhängigkeit ete.” 
(Von Herra Schaellibaum, Privatlebrer in Berlin. ) 





„Wenn in der Ebene ein beliebiges n-Eck gegeben ist: ein andres zu 
„beschreiben, welches jenem zugleich een- und umgeschrieben ist.” 

Der Verfasser des genannten Werkes hat an der bezeichneten Stelle 
desselben mit der Aufgabe auch einen Wink gegeben, wie sie zu behan- 
deln sein würde, In der That läfst sich auf dem angedeuteten Wege zum 
Theil mit überraschender Einfachheit darthun, dafs die Aufgabe zwar noch 
nicht beim Drei- und Vierecke, wohl aber im Allgemeinen bei Vielecken 
von grölserer Seitenzahl unter gewissen Umständen, und insbesondere beim 
Fünfecke, stets möglich ist. 

In $. 25. des Steinerschen Werkes wird die Aufgabe gelöst: „Wenn 
„in einer Ebene zwei beliebige n-Ecke gegeben sind, ein drittes zu be- 
„schreiben, welches dem einen umschrieben und dem andern eingeschrie- 
„ben sei;” und zwar wird dabei folgendes Princip benutzt. Die Seiten 
des ersten n-Ecks (oder genauer: die Geraden, welche das n - Seit bilden; 
vergl. $.19. a. a.0.) und die Ecken des zweiten werden, jede Gattung 
für sich, in einer gewissen beliebigen Ordnung auf einander folgend ge- 
dacht; man betrachtet sodann jede Ecke des n-Ecks als Projectionspunet 
zweier nach der festgesetzten Ordnung zunächst auf einander folgender 
Seiten des n-Seits, nämlich 

die erste Ecke als Projeetionspunct der Isten und 2ten Seite, 
- zweite = - .- - - - 2ten - 3ten - 
die nte Ecke als Projectionspunet der ten Seite und einer (n--1)ten 
Geraden, 
die man als mit der I1sten Seite vereinigt ansieht. Nun sind nach $. 11. IH. 
a.a. (). diese vereinigten Geraden unter einander projectivisch und es giebt 
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eben so viele n- Ecke von der verlangten Beschaffenheit, als in den ge- 
nannten Geraden entsprechende Punctenpaare zusammentreffen. 

Um das nämliche Princip auch bei der gegenwärtigen Aufgabe an- 
wenden zu können, mufs man annehmen, es seien zwei n-Ecke auf einan- 
der gefallen, oder allgemeiner: das System von Puncten, welches ein n-Eck 
bestimmt, sei mit z Durchschnitten der Geraden, die ein n-Seit bilden, 
vereinigt. Die hieraus sich ergebende Bedingung, dafs jede Ecke des n - Ecks 
our auf solche zwei Seiten als Projectionspunct darf bezogen werden, in 
welchen sie selbst nicht liegt, verringert (in Vergleich mit der im all. 
gemeinen Falle des $. 25. 2.4.0. sich darbietenden Mannigfaltigkeit) die 
Anzahl der Combinationen, nach welchen Jdie Ecken und Seiten auf ein- 
ander folgen und bezogen werden dürfen, und damit auch die Menge der 
möglichen Auflösungen; vermöge derselben Bedingung wird das Dreieck 
vorweg von der Betrachtung sänzlich ausgeschlossen und es ist beim Viereck 
nur gestattet, jede Ecke auf zwei Seiten, nämlich auf die gegenüberste- 
henden (also im Vierecke ABCD (Fig. 3.) etwa die Ecke A nur auf 
die Seiten BC und ED) als Projectionspunct zu beziehen, 

Im Folgenden soll die Ordnung, in welcher die Seiten eines n- Ecks 
nach einander paarweise den Ecken desselben als Projectionspuncten zu- 
geordnet sind, mit Zahlen angedeutet und im Texte selbst soll z. B. die zweite 
Seite mit (2) bezeichnet werden, Die erste Seite ist demnach in der 
Figur mit 1 und n-+1, im Texte durch (1) und (n-++1) anzugeben, Fer- 
ner werden die Ecken nach den Seiten benannt, deren Projectionspuncte 
sie sind, und in Bezug auf die Rangordnung derselben bedeutet (1,2) die 
erste, » ».. (n,n +1) die nte Ecke, 

Sind nun bei irgend einem beliebigen n-Ecke die Seiten und Ecken 
dem zu Grunde liegenden Prineip und der ausgesprochenen Bedingung ge- 
mäls geordnet, so ist zunächst zu entscheiden, ob die Geraden (1) und 
(n++1) gleich- oder ungleich-liegend sind (nach dem in $. 16. a. a. O. 
aufgestellten Sprachgebrauche). Die Art, wie dies bewerkstelligt werden 
kann, beruht auf $, 25. a.a. O. und läfst sich, wie man leicht sieht, un- 
beschadet der Allgemeisheit an einer bestimmten Figur, wie etwa an dem 
Siebenecke ABC,..@ (Fig. 4.) zeigen. Die Bedeutung der Zahlen, die 
den Ecken und Seiten beigeschrieben sind, ist bereits festgesetzt. Man 
ziehe aus der Ecke (1,2) einen Projectionsstrahl a,, der die zugehörigen 
Seiten (1) und (2) in entsprechenden Puncten a,, a, trifit. Damit sind 

18 * 
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zugleich die entsprechenden Strahlen @,, a;, .... a; aus den übrigen Eekeu 
(2,3), 59, »+-« (7,8) bestimmt. Der Punct a, nämlich auf (2) bestimmt 
den Strahl #, aus (2,3), welcher die (3) in a, schneidet, u. s. w.; und 
durch a; endlich auf (7.) ist der Strahl #, aus (7,8) gegeben, welcher der 
(5) in as begegnet. Derkt man sich nun den Strahl «, um (1,2) gedreht, 
wobei er in jedem Augenblicke durch entsprechende Puncte von (1) und 
(2) geht, so kommen die Puncte a;,, a, in die Lage jedes beliebigen an- 
dern Punctenpaares b, und b,, c, und «, u. 5: W., oder sie rücken auf 
den Geraden (1) und (2) in irgend einer Richtung fort. Aber gleichzeitig 
mit a, müssen sich auch alle übrigen Strahlen @,, a,;, ... a, um die ent- 
spreehendeu Puncte (2,3), (3,4), ».. (7,8) drehen, und es findet sonach 
in den sämmtlichen Seiten der Figur, mit Einschluls der Geraden (8), eia 
Fortrücken der entsprechenden Puncte Statt. Die Riehtung, nach welcher 
dies in jeder der Geraden (1), (2), »... (8) geschieht, mag die projecti- 
tische Richtung derselben heilsen. Ist sie in (1) festgesetzt (nach rechts 
oder links), so sind nach dem Vorigen unmittelbar auch die projectivi- 
schen Richtungen der übrigen Geraden gegeben und auf die angegebene 
Weise zu finden. (In Fig. 4. sind sie durch Pfeile, die auf den Seiten lie- 
gen, angedeutet.) Die Geraden (1) und (r-+1) sind dann oflenbar gleich- 
oder ungleich-liegend, je nachdem sich dureh diese Operation für diesel- 
ben gleiche oder entgegengesetzte projeetivische Richtungen ergeben. 

Es lassen sich aber die genannten Richtungen der n-Eeksseiten im 
Allgemeinen bequemer auffinden und verfolgen, wenn man die Umfangs- 
richtung zu Hülfe nimmt. Man denke sich nämlieh den ganzen Umfang 
eines n-Eckes von einem Puncte durchlaufen; was in zwei, aber entge- 
gengesetzten Richtungen möglich ist, da der bewegliehe Punct, von 4 (Fig. 2.) 
ausgehend, entweder über B, C, D, ...., oder über @, F, E, .... nach 
A zurückkehren kann, Von diesen Richtungen kann nun eine, gleichviel 
welche, in den Seiten des n-Ecks als Umfangsrichtung festgehalten wer- 
den. (Sie ist in Fig. 4. dureh Pfeile neben den Seiten bezeichnet.) Sei 
dieselbe in einem gegebenen n-Eck fixirt, so wird man der Reibe nach 
in je zwei Seiten, welche einen und denselben Projectionspunet haben, aus 
der Lage des letzteren sogleieh ersehen, wie sich die projeetivischen Rich- 
tungen dieser Seiten zu der Umfangsrichtung verhalten müssen; wobei es 
natürlich ist, in (1) die beiden Richtungen als gleich anzunehmen. Denn es 
seien in Fig. 5. die Geraden (m) und (m-+1) irgend zwei, nach der ge 
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wählten Ordnung zunächst auf einander folgende Seiten eines n-Ecks, und 
zwar seien sie nach beiden.Seiten in’s Unbestimmte verlängert, so dals sie 
sich irgendwo schneiden müssen, auch wenn sie in der Figur selbst nicht 
zusammenstolsen. Die Umfangsrichtung ist durch Pfeile angedeutet, und 
die vier von den zwei Seiten eingeschlossenen, paarweise gleichen Winkel 
(Winkelräume) sind mit V, V, und W, W, bezeichnet. In den Winkeln 
V, V, ist die Umfangsrichtung in dem einen Sehenkel gegen den Scheitel 
gewendet und entfernt sich von diesem im andern Schenkel; die Schen- 
kel sind also in Bezug auf jene Richtung als ungleichartig anzusehen. Da- 
gegen sind sie in den Winkeln W, W, in gleicher Rücksicht gleicharüg, 
d. h. die Umfangsrichtung geht in beiden Schenkeln nach dem Scheitel 
hin, oder von diesem weg. Nimmt man nun die projectivische Richtung 
von (ın) als bereits gefunden an, so hängt diejenige von (m +1) oflenbar 
von der Lage der den beiden Seiten als Frojectionspunct zugehörigen Ecke 
ab; diese aber muls in einem der vier oben genannten Winkelräume lie- 
gen. Befindet sie sich in P_ oder V,, so werden die projectivischen Rich- 
tungen von (m) und (m-+-1) sich gleich verhalten zur Umfangsrichtung, 
d. h. beide werden dieser gleich oder enfgegengesetzt sein. Liegt dagegen 
die Ecke in W oder W,, so ist, je nachdem die projectivische Richtung 
von (m) gleich oder entgegengesetzt ist der Umfangsrichtung, diejenige 
von (m-+ 1) der letzteren Richtung beziehlieh entgegengesetzt oder gleich. 

Gesetzt, auf diese Weise seien die projectivischen Richtungen aller 
Geraden (1), (2), .... (na+1) aufgefunden, so ist klar, dals, wenn (1) 
und (r-+1) ungleichliegend sein sollen, die projectivischen Richtungen ir- 
gend welcher Seiten, und allerwenigstens die der Geraden (2-1), der Um- 
fangsrichtung entgegengesetzt sein, dals also irgend eine Zahl von Ecken in 
Winkelräumen W, W, ihrer zugehörigen Seitenpaare liegen müssen; zu- 
gleich aber zeigt Fig. 4., dals wenn auch Letzteres wirklich Statt findet, 
dennoch die Geraden (1) und (n-+1) gleichliegend sein können. Es er- 
giebt sieh nun leicht, dafs für die Lage der genannten Geraden die Zahl 
der in Winkelräumen W, W, liegenden Ecken entscheidend ist, und dals es, 
nachdem man die Umfangsrichtung fixirt hat, nicht mehr nöthig ist, die projeo- 
tivischen Richtungen der nach der angenommenen Reihenfolge zwischen (1) 
und (2-+1) liegenden Geraden wirklich zu bestimmen, sondern dals es hin- 
reicht, die Lage der sämmtlichen Ecken zu den ihnen zugeordneten Seiten- 
paaren zu beobachten. Es ergiebt sich nämlich aus dem Obigen Folgendes. 
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1) Ist ein n-Eck so beschaffen, dafs seine sämmtlichen Ecken in 
Bezug auf die Seitenpaare, deren Projectionspuncte sie sind, in solchen 
Winkelräumen liegen, die in Fig, 5. mit Y, V, bezeichnet worden sind, so 
sind offenbar die projectivischen Richtungen der Geraden (1), (2), ...- 
(a +1) sämmtlich der Umfangsrichtung gleich, und folglich die Geraden (1) 
und (n-+1) gleichliegend. Dieses findet nun namentlich bei allen con- 
vexen Vielecken Statt, in welcher Ordnung auch die Seiten und Ecken 
auf einander folgen und bezogen werden mögen. (Vergl. Fig. 6., wo die 
Pfeile in den Seiten beiderlei Richtung angeben, während sie in Fig. 7. a. 
und £., und in Fig. 8, nur die projectivischen Richtungen bezeichnen. ) 

2) Liegt in einem n-Ecke für irgend eine Ordnung und Bezie- 
hung der Seiten und Ecken nur eine Ecke in einem Winkelraume W oder 
W, der zugehörigen Seiten, so sind die Geraden (1) und (n+1) un- 
gleichliegend. Denn es sei diese Ecke etwa (4,5), so sind die projectivi- 
schen Richtungen, einerseits der Seiten (1), .... (4), anderseits der Sei- 
ten (5), »... (”+1) der Umfangsrichtung beziehlich gleich und entgegen- 
gesetzt. Vergl. das Fünfeck mit einem einspringenden Winkel in Fig. 7. «., 
wo nur die Ecke (3,4) im Winkelraume W der Seiten (3) und (4) liegt, 
während die vorhergehenden und folgenden Ecken in Winkelräumen V, V, 
ihrer zugehörigen Seitenpaare sich befinden, also die projectivischen Rich- 
tungen von (1), (2), (3) gleich, dagegen diejenigen von (4), ©); (6) der 
Umfangsrichtung entgegengesetzt sind, 

3) Liegen nur zwei Ecken eines n-Ecks in Winkelräumen W, 
W, der zugehörigen Seiten, so sind die Geraden (1) und (n-+1) gleich- 
liegend. Denn es seien diese Ecken etwa (4,5) und (7,8), so sind die pro- 
jectivischen Richtungen von (1), .... (4) und von (8), ‚... (n-+1) gleich, 
und nur diejenigen von (5), (6), (7) entgegengesetzt der Umfangsrichtung. 
Vergl. das Fünfeck in Fig. 8., ebenfalls mit einem einspringenden Winkel, 
wo (1,2) und (3,4) die genannten Ecken sind. 

4) Man darf nun offenbar allgemein behaupten: An irgend einem 
n-Ecke sind für eine gewählte Ordnung der Seiten und Ecken die Ge- 
raden (1) und (n-+1) gleich- oder ungleichliegend, je nachdem beziehlich 
eine gerade oder ungerade Anzahl von Ecken desselben in Winkelräu- 
men W, W, der zugehörigen Seitenpaare liegen. Vergl. Fig. 4., wo die 
Ecken (1,2), (5,6), (6,7), (7, 8) die genanute Lage haben und (1) und 
(n+1) gleichliegend sind. 
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Das Fünfeck in Fig. 7. «. giebt Gelegenheit zu bemerken, wie nicht 
blofs die Gestalt des n-Ecks, sondern auch die Reihenfolge und Zuord- 
nung der Seiten und Ecken auf die Lage der Geraden (1) und (rn +1) 
Einfluls hat. Denn ordnet man die Seiten und Ecken desselben Fünfecks 
80, wie es in Fig. 7. ß. geschehen ist, so liegen die Ecken (2, 3) und (3, 4) 
in Winkelräumen W, W, der zugehörigen Seiten, und die Geraden (1) 
und (6) sind gleichliegend. Man wird sich übrigens leicht überzeugen, dals 
bei jedem einspringenden Winkel eines n-Ecks, und so oft zwei unverlün- 
gerte Seiten desselben sich schneiden, eine oder mehrere seiner Ecken 
die genannte Lage haben. 

Sind nunmehr auf die angegebene Weise bei irgend einem gegebe- 
nen n-Ecke und für eine bestimmte Ordnung seiner Seiten und Ecken 
die Geraden (1) und (n-+ 1) als gleichliegend nachgewiesen, so ist damit 
über die Möglichkeit, der Aufgabe zu genügen, noch nichts entschieden, 
da in diesem Falle nach $. 16. a. a. O. unter gewissen Bedingungen zwei 
entsprechende Punctenpaare, oder nur eines, oder auch gar keines in je- 
nen Geraden vereinigt sein können. Es muls daher, so lange nähere Be- 
stimmungen fehlen, das Weitere nach Auleitung des $. 17. a. a.0. dem 
Versuche anbeimgestellt bleiben. Sind dagegen die Geraden (1) und (r-+1) 
ungleichliegend, also jedenfalls zwei entsprechende Punctenpaare in den- 
selben vereinigt ($. 16. a. a. O.), so giebt es zwei n-Ecke, welche der 
Aufgabe genügen. 

Aus dem Bisherigen erhellt also wenigstens so viel, dafs unter ge- 
wissen, leicht erkennbaren Umständen jdie vorliegende Aufgabe in der Th.ıt 
möglich ist, und zwar bei Vielecken, deren Seitenzahl gröfser ist als vier. 
Dafs sie beim Vierecke noch unmöglich ist, hat Herr Prof. Möbius im 
3. Bd. p. 276 dieses Journals dargethan; eben dasselbe folgt unmittelbar 
aus der Lage und Beschaffenheit der projectivischen Geraden (1) und (5). 

Wendet man vorerst die obige Betrachtungsweise auf das Viereck 
an, so findet sich, dals für jede Gestalt desselben die Geraden (1) und (5) 
gleichliegend sind. Die zu ihrer projectivischen Bestimmtheit nöthigen 
drei Paare entsprechender Puncte kann man bequem auf folgende Art her- 
stellen. Im convexen Vierecke Fig. 9. ist (4) ein Projectionsstrahl aus 
(1,2), der die Geraden (1) und (2) in den entsprechenden Puncten a,, a. 
trifft; (4) ist aber zugleich ein Projectionsstrahl aus (2, 3), und daher ist 
(1, 2), als Punct in (3), a,; ferner ist die Diagonale aus (1,2) nach (3, +) 
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ein Projectionsstrahl von (3, 4), und (1,2) heifst somit, als Punct auf (4), 
zugleich a,; die (3) endlich, als Projectionsstrahl aus (4, 5), schneidet die 
(5) in a,. Ganz auf dieselbe Weise kann man zeigen, dals, wenn (3,4) 
in Bezug auf (1) 6, heifst, sodann (2, 3) der entsprechende Punct b; in 
(5) ist, und dals, wenn man c, auf a, liegend annimmt, der entsprechende 
Punet c; mit b, vereinigt ist. Die Aufeinanderfolge der Puncte a,, bı, G 
und a5, b;, <; bestätigt das obige Resultat in Betreff der Lage von (1) 
und (5). Es entspricht sonach der Strecke a,b, in (1) die Strecke in (5) 
von a, rechtshin bis zum unendlich entfernten Puncte dieser Geraden, und 
von da zurück bis nach b,; der Strecke b,c, in (1) entspricht in (5) b, 6; 
alle übrigen Puncte in (1), von c, rechtshin bis zu ihrem unendlich ent- 
fernten Puncte und von da zurück bis a,, haben ihre entsprechenden 
in (5) auf der Strecke (a;. Also können keine entsprechenden Puncten- 
paare von (1) und (5) zusammentreflen, und es giebt kein Viereck, wel- 
ches der Aufgabe Genüge leistete. Wörtlich dasselbe Verfahren giebt in 
jedem beliebig gestalteten Vierecke die drei entsprechenden Punctenpaare 
auf (1) und (5) in derselben gegenseitigen Lage und Folge, und der wei- 
tere Beweis bleibt, bis auf Vertauschung der Buchstaben, der gleiche. Da- 
her hat man den Satz: Keinem Vierecke kann ein andres Viereck zu- 
gleich ein- und umgeschrieben werden. 

Eine besondere Eigenschaft besitzt das Fünfeck, wenn seine Seiten 
und Ecken so geordnet und auf einander bezogen werden, . wie es in 
Fig. 7. £. bereits geschehen ist; wobei nämlich in Bezug auf die Rang- 
ordnung der Ecken, als Projectionspuncte der Seiten, je zwei aufeinander- 
folgende in einer Diagonale des Fünfecks liegen. Es sei Fig. 10. ein Fünf- 
eck von beliebiger Gestalt; die Ordnung und Beziehung der Seiten und 
Ecken ist die angegebene. Um die drei entsprechenden Punctenpaare in 
(1) und (6) zu finden, kann man ähnlicb, wie vorhin beim Vierecke ver- 
fahren. Die Seite (5), als Projectionsstrahl aus (1,2), treffe die Seite (1) 
in a,, so ist alsdann (3,4) der entsprechende Punct a, in (2). Die Dia- 
gonale aus (2,3) nach (3,4) ist ein Projeetionsstrahl aus (2,3) und trifft 
die (3) in a,; da aber dieselbe Diagonale auch ein Projectionsstrahl aus 
(3, 4) ist, so heifst (2, 3), als Punct auf (4), a,. Ferner ist (1) ein Projec- 
tionsstrahl aus (4,5) und schneidet die (5) in a;; endlich die Gerade aus 
a. nach (5,6) ist ein Projectionsstrahl aus dieser Ecke und begegnet der 
(6) in as, welcher Punct mit a, auf(1) vereinigt ist, Eben so findet man, 
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dals der Punet (4,5) zugleich b, und b;, ferner (2, 3) zugleich c, und «, 
ist. Sonach sind für diese Ordnung und Beziehung der Seiten und 
Ecken in jedem beliebigen Fünfecke die Geraden (1) und (6) gleichlie- 
gend, projecliwisch gleich und mit allen entsprechenden Punctenpaaren 
aufeinander gefallen. Damit ist zugleich ausgesprochen, dafs es in die- 
sem Falle unendlich viele Lösungen der Aufgabe giebt, indem man jeden 
beliebigen Punct in (1) als erste Ecke eines Fünfeckes annehmen darf, 
dessen Seiten und Ecken in der angewiesenen Ordnung beziehlich durch 
die Ecken des gegebenen Fünfecks gehen und in den Seiten desselben 
tiegen. Vergl. Fig. 9., wo a,(a,) ein beliebiger Punct in der Seite (1) des 
überschlagenen Fünfeckes, das durch stärkere Zeichnung kenntlich gemacht 
ist, sein soll; Seiten und Ecken sind wie in Fig. 8. geordnet. Das Füuf- 
eck 4,0,430,05 (a) ist jenem zugleich ein- und umgeschrieben, 
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10. 


Theorie der Modular-F'unetionen und der Modular- 


Integrale. 
(Von Herrn Dr. Gudermann zu Münster. ) 
( Fortsetzung der Abhandlung No. 1. im Isten Hefte dieses Bandes.) 





Dritter Abschnitt. 


6. 32. 
. f} . 
Die Modular- Functionen von > und me, 


Wen man in den FKamn des $. 14., welche wir hier wiederholen: 


=V mi : 
1+%? „ x) 
1. a k' 

cn — — 


unten I Pi 
2 1-+-%? dn 2 u vKk, 

die beiden conjugirten Modul, und also auch die ihnen zugehörigen Modu« 
lar- Quadranten mit ar vertauscht, so erhält man 


= m n'z;=),> 





x_ ” K' 
! ! an 
en It8’ d’— =v%k, 

i Kt 
und hieraus lassen sich 2 Werthe der Functionen des Arguments = 
. . ev _K’ % ;K’ 
leicht herleiten. Es ist zunächst sn — = i tn’ > an = a —ur; 

K' co’ p% 
iK . ,K m ur IP UNE 
tn. =imw'z und da—- 5 werden hierin die vorhin angege- 
Cu’ —— 
2 
benen Werthe substituirt, so erhält man die folgenden Bestimmungen: 
. f] , 
fi, “af yt 
2 k 
m tn u == $ _:. ie = Y(1+%k) 
2 YIrR kan 





/ 
Die Functionen des Argumentes Rti werden am bequemsten be- 


2 
rechnet nach den Formeln (1.)—(5.) des $. 28., indem man = und 


K’ 
== ey setzt. 
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Sy ve / 1—k! i—k 
Dann ist 1— dn’ 4d.sn b= IK, Fe —1— (FR — 1— iTx 
mes RR a 
- IH ) = un. Ferner ist sna dn’ 5b = im Vh 
= YV—&_, also ist 
Ik? 
sn a dn’b 22 V( 1+x k ) 14+k, 
1— duo?ası’?b 2(1— k')'1-+-k' zeug IR ’ 
/ Vk k’ 
sn’d cn’5b cnadna = It Vure? 
also 
sn’ben’benadıa _ Y( k.k'? 1+7% ) —_ afl—k 
1—dn?aso‘?b (1-Fk)? (1-3) 2(1—%’) 2° 


folglich ist da 1 AR ; 
z k ’ — k 
(> +5) = 3: tr!lgy 


K (RR EEE WR 
sn ( u a > en de 7 


3. 
BB. 
Erhebt man diese Ausdrücke zum Quadrate, so erhält man: 


n(>+) = y(s). 


V ch’ ' ena cn’ FE k' 
drBareyp 0 I otasd — Vr; 











Es ist ena.wndb = 








ferner ist sna dna sn’b dn’d = sch ii) at FM 
Ver; daher ist 
trnietemattie: 
 laß@-F)=Vartile= ar 





Da 1’ =1+%i—1= +2, also 1+: DD ist, SO ern die 
beiden vorigen Formeln auch also geschrieben werden: 


(5 * 7) = (FR). 


K' IBN 5 „IK iK 
Es ist (5 — -7)=5+ = “ , also ist tn (+ 5) —)=isn (5-5): 

K’ / — . . 

und da sn’ (>— Z—)= E-; + ist, so erhält man 
K,:;K\ _ ı/l—k |, .,/1+# 

" n(>+ 7) = \grt!Vzr ud 
2 Bi en —_ Yiz® _; /lt# 
EI TT RR 


19* 
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Erhebt man diese Ausdrücke zum Quadrate, so erhält man: 


akt) = yıs®), 


Für die cyklischen Differenten erhält man die Formeln 
K iK’ kK(I+%' .ı/K(L—K 
dan (z En ,)= y (Ad = ) i$ ( - ) 


1 (K_ iR) _ rat yeu=e), 


und erhebt man sie zum Quadrate, so erhält man 


din (>35) =Rylır). 


Endlich findet man: 
am (2 + 7 = arctang (VE + =) + Arc Tang ( fe. 


. 4 
am (5 — 7) == arc fang (yi + 2) — i Arc Tang (vi ix)» 
Setzt man in den Formeln (6.) des $. 28. jetzt u = 2 ‚„ so erhält man 


2 
sn (5 +iK) = Ya» 


. „ er © k' 
on(>+iK) = Hilo 


8 tn (>+iK) = +iy- — 

















din (>+iK') = Fiyk, 
ERBE 
am (> tiK ) == >: +2 Arc Tang(yA’). 
Setzt man endlich in den Formeln (2.) des $.27. v= 2; 8o entstehen 
iK’ 1 > „ic ae 
sn (KF z)= =, to (KF) = Fl, 


9, ku 
a(xr‘8 4 =, da (KFZ) = v(i-M). 





u 22€ 


Von der Verdoppelung und Halbirung des Arguments der eyklischen Modular - Functionen, 


Setzt man in den Formeln für die eyklischen Functionen eines Bi- 
noms a+Dd jetzt ö=a, so hat man 
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ri Isnacna dna ?snacnadna 
snıid = = 
1 — k: sıta en?a—-su? a dn? a ’ 
te 2 
mt adı?a a 1 — en’ a-pk’m/ a 
1 1— k?:snta 1-— k?’suta , 
® 
Itnadna 
tn?a = 
1—tn?adu?a ? 
a de _ dn?a—k?sn?acn?a__1—?2%k?sn?a-+-k? ta 
1—k: suta rund 1 — k? sut a 


Aus diesen Formeln setzen wir zusammen die folgenden Ausdrücke: 


d (en a+- sn a dn a)? 
Ipanla= en?a+-su?a du?a? 
(ena—snadna)? 


cn? a-+su?adu?ag? 


1-F cn2a rn 2en?a ; 


1— k?sıta 








1— sn?a 


I 





2 sn?a dn?a 











i— ala = 1—k:sıta ? 
2dn? a 
ti 2k?sn?acn?a 


1—k’snta ? 

2cn? a dn?a 
2 cn?a 

= da a7 „ 1—k: sıta ? 

2%’? sn?a 

1—k?: sıta’ 

(dina--ksnaena)? _ 

dn?a-+k? su? acu? a? 

dna— ksna cna)? 
1—ksn?a = | 
du?a-+k? sn? acn?a? 


(dn a+ (1— KR’) sna ena) (dina— (1-L %')sna cn a) 








dn?24a— cn?2a = 








1-+ksn?Ta 


I 








dn?2a—k'sn?2a = 











1—k?:sıta 3 

dn?2a+Kk'sn?2a = (daa— (1—%’) sna ena)(daa-+(1-+F %)sna 
1—k: sota 
(L-+R)(1— (1%) sn? a)? 
dn24+-%k = ee a) 


dn2a—k — AA RNsta)? 





1—kisntg ’ 











146 10. Gudermann, Theorie der Mod.-Funct, und der Mod.-Integr. $. 33. 





dn24a-+-ken?2a = (1+r) (1—%sn? a)? 





1 — k? snta s 
1—x)(1 2 \2 
din2«—kon2a = | Date a 
2 oder 
1—ksn?a 





dn?2a-+ken?2a = (1+R). 1-+-ksu?a? 


1-+-% sn? a 


[2 
1—ksn?a 





dn?2a—ken?a = (1—R). 


Man könnte die Reihe dieser Formeln leicht noch vermehren; die vorste- 
henden sind aber die wichtigeren, und aus ihnen leiten wir her: 





























1— cen2a 1 cen2a 

sna = Yirada? end = VTLa2a 

ksna = nn 3 ksua = us 
3, BL ne also aaa Zi Vin ne, 
tina = ereror tina = a 
FERN Ve ine Ve. 


Die vier obersten Formeln lassen sich auch also darstellen: 
V(i+sn2a)—V(1—sn2a) 
SN4 = 7AIIKks2a) tV(I—Ksn2a)? 
V(1i+sn2a)+YV(1—sn 2a) 











ü snca = V(1+ksu2a)+Y (1—ksn2a)? 
. 7 Fr V(i-+ksn2a)—V (1—k sı2a) 
isna — viA+sı2a)+YV (1—s02a) 5 

FRE BEN V(1+ksn2a)—YV (l—ksn2a) 





- Y(l+s02a)—V(1—sı2a) 
$. 33. 


Feruere Relationen unter den cyklischen Functionen der Binome a+Db und a—b 
und denen der Theile a und D. 


Dem $. 19. gemäls ist Tn(a +b) = de 


man hierin den Modul % mit X‘, so verwandelt sich Tn(@-+5) in Tn’(a-+5) 


n “ . snadnB , snbdna 
= sn (a+b); ferner verwandelt sich der Zähler in — + ag oder 


snacna dab sub cnb dna 
cnacanb ı 





; vertauscht 





und der Nenner verwandelt sich in 
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enaen b-+-sna snıh Adna dan 


re ‚„ daher haben wir den neuen Ausdruck : 


__ soaenadab-+-snbenb dna 
sn («+ d) = ena end+-saa sand daa dub ? 


sn (a—D) = 


Dividirt man den Zähler und Nenner durch dn« dnd, so erhält man 








1. 


snacnhado b—snbenb dua 
cna ecab—saa sub daa dad ° 





sn a sıca—+-snb snch 
sn(4+5) = socasnch4-snasub ? 





2. 


sn asnca— sıb snch 
1} 
suca sıcb —soa sob 





sn(@—D) = 


Setzt man in diesen Formeln a-+:K’ für a, so verwandelt sich der Zähler 
1-+-k? sna soca snb such 
k? sa suca 


k (sna sueb + snca sn) 
k? 50a suca 


und der Nenner 





sn asnca-+-sndsncd in 





sncasncd-H-sna snd in . 





ferner sn(a-+b) in — . 19? daher haben wir noch 


sna socb-+- snca snb 
sn(a+b) = 1-+- k? sna suca sn b such > 


un (a—b) Er snasneb —sıoca sob 


1— k? sn a socasubsuch” 
Schafft man in diesen Ausdrücken die Functionen des Complementes weg, 
so erhält man 








snadnaenb+snbdab cena 
sn(a4) = duadub-+k? sua sob ena cndb ? 


(a b) er sna dnaenb—snb dab ena 
sn — duadob—k? snasuabenacab ° 


Dieselben Formeln erhält man, wenn man in den Formeln (1.) setzt ka 
für a, kb für 5 und n statt des Moduls A, und die Sätze des $. 30. an- 
wendet; dieselben Formel kommen aber auch schon im $. 13. vor. 


Aus den Formeln (2.) folgt: 


__ (sneb+-sna) (snea-+-snb) _ (enb--snadob)(ena-+-snb dia) 
1+sn(a+b)= sucasuch+suasndb " cnaendb+sna snbdnadus 


_ (sned+sn a)(mea—snb) _ (enb-+-sna dub)(caa—snd dn a) 
1-+-sn (a—b) = sucasıech—snmasnb —cnaenb— snasnbdnuadnb ° 


? __ (sneb—sna)(snea— sub) __ (enb—soa dnb) (cna— snb du «) 
1— sn(a+b)= sucasuch+ snasns enacub—+ soa sub dnadab 


(sned —sna)(snea+sab) __ (cub—soa dub) (en a+ sn b dn a) 























1— sn (a—b) = 


snıcasucchwmasmdb — ewawmb—saasubdaadnd 
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Setzt man in diesen Formeln Aka für a, %&D für 5 und . statt des Mo- 
duls k, so verwandeln sie sich dem $. 30. gemälls in 


_—_ (dab+ksna end) (dna4t Ksnd ena) 
1+ksn(a+D) we duadnd +k? snasobcnaenb ’ 








(dnd+ksnacenb)(daa— ksnbena) 
:sn{a—b) = 
4 I+ksn( ) dnadub—k*:snasnbenacnb ? 





‘ __ (dnb--ksna enb)(dina—ksnb en a) 
1—ksn (ar 0) Ye dnadnb-+-k?suasnbduadnd ° 





\ (dnb— ksna cenb) (dna+ksubena) 
1 ksn(a b) = doadud— k?suasubdoadub ° 


Setzt man in der zweiten und vierten von den Formeln (3,) K—« für 
a, so verwandeln sie sich in 


1 Yinsla +5) m Te allen ne 


snasneb — snecasnb ? 


a de __ (sneb — snc a) (sna-- sn) 
I ma snasneb—sucasub ? 
und setzt man nun Aa für a, kb für 5 und 27 statt des Moduls k, so 


erhält man nach $. 31. auf der Stelle 
1-Fen(at5) — MH ena)(ea— eneh) 


eneaenb—enacncb ? 














1—on(a-+)) = (Mb — maria ened) 


enca cab — coa ceucb 


k’ (snadnb — subdn a) 


Es ist aber cnca — cnch — und der Nenner 
doa dub 





1 ud 
enca end — na encd — Kan nn met), daher hat man 








1+cen(@ +2) = (end + cn a) (sn a dnb — sn b da a) 


snacnbdunb — sub wmadaa ? 


j TEL WE (enb-+-coa)(snadub-+ snb doc) 
5 RR 6) snaenbdub--snbenadna 


1—con(a-+5) — (eo b— cn a) (sn a dnb + sn b dn a) 


snacenbdub — sub cnaedna 








va dob—snbdna) 
RN EHE WER (en b—cena)(sna | 
( 2) soa cndb dub-F-snb cna daa 


Der Ausdruck von en(a+D), woraus die vorstehenden Formeln hergelei- 
tet werden können, ist 


enacnea— enbench 
cn(4 b u 
( vr ) eneacmb—cnacnch ? also 











en(a—}) = en acnca—+ enb cencb 


o 
caca enb + cnacuch 
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Nach $. 30. verwandeln sich diese Formeln in 


doatna — dub ind 
da (a-+b) — dobtna—daatud ? 


dnatna-+- dnd ind 
dn (@a— 5) zu; dobtoa—+- dua tnd v 


Die Formeln (2.), (6.), (7.) und die Formeln für tn(a+5) in $. 11. sind 
die einfachsten, nach welchen man aus Ausdrücken für die Modular - Func- 
tionen zweier reellen Argumente a und 5 die Ausdrücke für die Modular- 
Functionen von +5 und a—D zusammensetzen kann. 


Aus den Formeln (7.) leiten wir her: 


dn b+dna) (tina — tod 
1+dn(a +5) = ee, 


_ nd+dne)(ina-+1n2) 
8. re Be dad ina + dua tu b ’ 


ide _— (dub—doa) (tn a-F- ind) 
1 dn (a+b) ur du 5 tn a — doa tub 
_—_ (dub — dna) (na —tnb) 
1—dn(a—) - dodb tna—+ dna tnd 


Aus den Formeln (3.) folgt durch Division 
1+sn(a+b) __ rd rm year? 


1—su(a+b) I sneb—sna’F suca—snb? 


und wenn man auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen nimmt, so 
hat man gam(a+b) = Are Tang (° ) + Arc Tang (#9). 


suca 
































Diese Formel ist einerlei mit den Formeln (1.) des $.23. Aus den For- 
meln (3.) leiten wir aber auch noch her 


ee) S2 yaatı /sne a snceh — sn a sub 


1+s0(a—b) ° "sueca—sub Fsuca sneb+ sn asub? 
und also, wenn man wieder auf beiden Seiten die natürlichen Logarith- 
men nimmt, entweder 


log tee FR) — Arc Fang (2 -)— Arc Tang (22) oder 























9 1+su(a—b) snea snch 
R n 1I+-sn(a+)D) ai snea sneb 
log ren ya Arc Tang (= ) — rc Tang( rer ) 
Setzt man hierin —«a für @ und —Ö für b, so erhält man 
1— sn (@a—b) 9 snasnb 
10. lg u Ire Tang (= -) + Arc Tang (= Dr ) . 


Aus den Formeln (5.) erhält man 


rn (a+b) __ y® b-+ena y“ adıb — snb dna u 
1— en (a-+b) IF enb—ena sa adndb + sub dna : 
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[+ en(a—b) __ y/smadub+snbdoa y. acenbdnb— sub ena dna 
{+ cn (a+b) TI snadud—sodbdua F suacnb dnb+ sn b wadua? 


pas, (a+b) _ y® adnb-+sab dna ge enbdub-+-sndb ena dna 


1— en(a—b) I" snadodb— sobdna Fsnacmbdnb— sub enadna” 
Nimmt man wieder auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen, so er- 
hält man 























log ne en = Arc ang (Ü- 2) F Arc Tang (> 











1I+-en(a—b encb nbdoa 

11. log VE en(a+ 3 = Arc Tang (2) — Arc Tang Fr a du ) ’ 
1I— cen(a-+b obdna 

log myen a as rc Tang (7 a) + ArcTang () . 


Aus den Formeln (8.) folgt zunächst: 


1 arm nn __ y/dub-+-do«a year 

1— dn(a+b) ° "dodb—dna "inattud? 
(+ du(a—b) __ yrazemt dnbtina—duatnd 
1-+ du (a +5) u dudtna-+-dna ind? 


1" rinbendiare ri u yet en 2 run 


1—dn(a—b) " "ma—tnd Fdndbtwa—dnatub? 
und also, wenn man auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen nimmt, 


(1 I+Hdo(a+b) _ Arc Tang (1 *) F ArcTang (Ü- -), 























1—do(a+b) 











1-dn(@a—b) s dnatnb 
12. log Ban du(a+b) = Arc Tang (7 ) Arc Zang I b —)» 
I--dn(a+b) dn atnb 
log Y -—;; D= Arc Tang (2 -) + Arc Tang (= ze -) s 


Aus den gewöhnlichen Formeln für sn(a+b), en(@a+b), dn(a+b) 
hätten wir die so eben hergeleiteten Ausdrücke lange nicht so bequem 
herleiten können. Die Kenntnils dieser Ausdrücke ist vorzüglich dann 
nöthig, wenn a reell und 5 imaginär ist. Setzen wir z. B. in der letzten 
Formel bi für d, so haben wir auf der Stelle in einer reellen Form 


. ner =) -+ arc tang (> sn‘ d sn’ b). 


z Io 1—do (a — bi) ERDE r 
Setzt man in den Formeln (9.) und (10.) ka für «, Ab für d und — statt 
des Moduls Ak, so werden sie 
A+-ksn(a+b) 
1— kso(a+b) 
log v: Fr — Fan T2) — Arc? Tang (ksndsnca)— ArcTang (k’snasndsncasned), 


I—k sn 2 


/ 











log — ArcTang (ksnasncd) + ArcTang (k snd snca), 





— ArcTang (ksndsnea) + ArcTang (A’sn asn dsnc asneb). 





log 1—ksu(a+b) 
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Aus diesen Formeln erhält man nach $. 31. auf der Stelle: 
/A-+77 ene(a+b) 
— log 
ey 1— ene(a+b) 





= arc tang (z “ eneaen F + arc tang (= encd cn a), 


a Pic wanna 
— log 7 
14. ’ 1+ er euc (a— b) 


= arctang (fr “ eneben a) — 2 Arc Tang ( enca.cncdena cn 2), 








4 fı-3 ene(@a—b) 


—1 
abe &y 1— 77 ene(a+0) 





= arc tang (7 encd en a) + 2 Arc Tang ( eneacncedenaen b). 


Vertauscht man in den Gleichungen (9.) und (10.) die beiden eonjugirten 
"RER: und setzt man ferner ai für «a und bi für db, so erhält man: 


Fi x f+ito(a+)Db) 
OS ILim(a—) 





= arc tang (tad dna) — : ArcTang (tna tnd dna dab), 





15. 
{ log — n ech = arctang(tnd dna) +: rc Tang (tna tnd daa dnd). 
$. 34. 
Aus den Formeln (1.) des $.11 erhält man durch Addition und Sub- 
traction 2snacnb dab 





sn(4-+5)-+sn(a—b) - T 7 sntasaıb’ 


2snb ena dua 
sn(@-+5) —sn(a—b) = 1—k? sn?ası?b ® 


Setzt man hierin a-+t:K' für a, so erhält man auf der Stelle nach $. (28.) 








1 + _ 2snacnb dnd 
” sn (@a—b) sn(a+b)  su?a—su?b ? 
R 1 1 __ 2snbcena dna 








| sn(a—b) en(a+5) sn? a—surb * 
Weiter hat man die Formeln: 
Dcnacnb 


en(a—Ö)-+-cn(a-+b) un 1—k? sn?a sn?b ? 


2snasnbdna dab 
nad lat) = Franheh 


20 * 


| 





3. 











152 10. Gudermann, Theorie der Mod, -Funct, und der Mod.-Integr, $. 35. 








und 
1 de 1 MEBNIE 2cenacnb 
en(a-+-b) cn (a—b) — en? acn?b— x’? sn2asn?b? 
4. 
1 1 105 2snasob dnadnb 








on(a+b) (a—b) en? acn?b—k'? sn?asn?b° 


Für die Differenten erhält man die Formeln: 


2dnadnb 
dn (a —D)+ dn(a-+b) = 1 ram > 


2k:snacnasnb.cenb 
dn(@—d)—dn(a+b) = Three 





HP 





und noch nach $. 31. 











1 EN 1 we 2dna dab 
du(@a-+b) do(a—b) “ dn?a—k?suü?ben?a? 
6. 
1 1 __.  2k?:suacnasnb enb 








do(a-+-b) ——"dn(a—b) —— do?@a—k?sn?ben?a ” 


Die Formeln für die Tangenten sind 
2snacnadnb 
tn (a++ 5) + tn(a—) —— en?aen?b— k’?sn?asn?b? 
2snbenbdua 
en? a cn?b— k'?sn?asn?b 





tn (a+b)—tn(a—b) = 





und 
1 2snacnadunb 


1 ei 
tin(@a—b) T3038 7 sn?a—su?b ? 
1 1 __ 2snbenb dna 
tn(a—b) to(a+b) —— sn?a—sn?b 











8. 














$. 35. 


Aus den Formeln für sing, cos«, sinß und cosß im $. 12, leitet 
man her die Formeln für sin?«, sin2ß, cos?2« und cos?2ß; da sin?24= 
2 sind 008% und cos? — cos’«—sin’« ist, so findet man auf der Stelle: 


s 2snacnadob 
sin [am (@-+ 5) + am (a—)] 7 1 — k?su?asn?d? 
2snb enbdna 
1— k?sn?a sn? b? 
en? a— sn? a dn?b 
cos[am (a-+5)-Fam(a—Ö)] = 1 — k?sn? a sn?b ? 
en? b— sn? b dn?a 
1—k?sn?asoa?b? 








sin [am (a + 5) —am(a—Ö)] = 
1. 








cos [am(a +5) —am(a—Ö)] = 


und hieraus gehen durch Addition und Subtraction hervor die folgenden: 











Dritte 


sn(4+5) en(a—?) = 


cn (4b) sn(@a—D) 


2. dLen(a+b)en(a—Ö) 


sn(@+b)sn(@—Ö) = 


gen (3.) durch (4.) ferner (1 


die folgenden her; 
sn(4+ 5) dn(a—D) = 
sn(a—Db)dn(a+2) = 
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sna enadnb—+-snbenbdna 
1—k? sn? asn?b 

snacwadnb—snbenbdna 
1—k? sn?a su?b 








’ 


en? a— sn?b dn?« 





Die beiden letzten Gleichungen erhält man auch, wenn man die Gleichun« 


Aus diesen Formeln leitet man nach $.27., $. 30, und $. 31. noch 


1— k?:sn?asu?b 
en?a en? b— k’? sn?asn?h aka 
1—k? sn?a su?b Pe 

a 1+ 


en?a— enc?b 


k? 
PrE cu? acnc? b 








sn? a — sn? 
‚ ® 
1 — k?: sn?asn?b 





.) durch (2.) im $. 34. dividirt. 


snadnaenb+ subdnb en« 
1 — k? sn?a sn? b 
snadnacendb—snb dnbena 
1—k?son?asn?b 
dn?a—k? sn?ben?a __ dn?a-F-kK’? tn? 
1—k?sn2ası®db ° Atdu?atn?d ? 
enaenbdoa dnab—+%’? sua snb 
1 — k? su? asn?b 
enaendduadn b—k’? snasnb 
1 — k?sn?a so?b 
sn? a— sn? tn? a — tn? 
en?acn?b—k'? sn2ası?b  A—k’?tu?atu?b? 
snacnadnb--snbenb dna 
en? a cn?b— k? sn2asu2b ? 








> 





























snacnadn5b — snob ab doa 
; P o® 
en? acnb—k*:sn?asu?b 





$. 36. 


Aus den vorhin gefundenen Formeln leiten wir noch her die fol- 


dn(a+Ö)dn(a—D) = 
en(a—b)dna(a+b) = 
3. 
en (a+b)dno(a—)) = 
tn (a+5) tn(a—D) = 
tu(a+b) Ar 
cu (a—b) 
ge 
eco(a+b) 
genden: 


1+sn(a+b)sn(a—b) = 


1. 


1— sn (a +) sn(a—b) 


en? b-- sn? adn?b 
1—k? sn?asn?b ? 
cn? a + sn? b dn? a 








1—k? su? a su?b ? 
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t+ on(a + B)on(a— 5) = AH, 
Simmern = ehr 
1+%k’sn(a+b)sn(a—)b) = 17 En e ; 
ae RP (a+b) (a) = er tere, 
1+do(a+Öd)dn(@—d) = 7 nt. ; 
" r-anat3)äna—n) = lmamistuinene), 
1+tn(a+b)tu(a—b) = TE 
" tern = Bizuttine, 
, k?”— kK’en(a-+b)on(a—b) = — a vr 





- dn? bdn?a—k? k’? sn?asn?b 
12 2 ae nn 
k?+k’cn(a-+b)cn(a—b) ee yepray { 

Addirt man zu den Gleichungen (1.) die Gleichungen für sn (a+b) + sn(«—2) 
und subtrahirt man auch, so erhält man: 
(en5b + sna dub)? 
1— k? sn?a sn?5b? 
(ena + sub dua)? 
1 — k? sı?a sn?b* 


(1+sn(a+b)) (1+sn(@a—b)) = 





7 





(i+sn(a+5)) (1Fsn(a—b)) = 


In äbnlicher Weise oder nach $. 30. aus den vorigen erhält man: 
(dob+ksnacnb)? 


1 —k? su?2a sub ? 
(dinat+ksnb cena)? 
1— k: sn? asn?b ° 





(1+ksn(a+b))(1+ksn(a—b)) = 
8. 
(1+ksn(a+Öb))(1Fksn(a—b)) = 





Für die Cosinus findet man: 
—  (enatcnb)? 
Get (!tm(a—5)) 7 1— xK? su? asn?b? 
(sn a dad + sn b dn «)* 
1— k? sn? a sn? b 





D. 





(1+cn(a—Öb))(1Fcen(a+Ö5)) = 


Für die Differenten erhält man hieraus nach $. 30. auf der Stelle: 
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(dna + dn b)? 
1— k: sn?a sn?b ? 
k*(snacenb+snbena)? 
1 —k?: sn?a su?b 





(1 +dn(a+b))(1 + dn(a—5)) = 
10, 





(1+dn(a- D))(1F dn(a+5)) = 


Ferner ist für die Cosinns: 

ar MIWr __ (k'+ikenaenb)? 

(K'+iken(a+D)) (k tik ona—) = FErmem 

dnadnb +ikk’snasnb)? 
1— k? su?a su? b ’ 





11. 





(K+iken(a—b))(k Fiken(a-+b)) = ( 
und für die Tangenten findet sich: 


(1+itn(a+b))(1+itn(a—b)) = 


(enatisna dub)? 

cn? a en?b—k'? sn? a sn?b ? 
(en5+isndb dna)? 

en? a cm? b—k'! sn? asn?b*" 





12. 





(1+tito(a+b))(1Fitn(a—)) = 


$. 37. 
Einige von den in $. 35. entwickelten Producten lassen sich noch 
einfacher darstellen, wenn man die Modular -Functionen der Argumente 2« 
und 25 einführt; es hat hiermit eine ähnliche Bewandtnifs, wie mit den 


analogen Formeln der cyklischen Functionen. Es ist z.B. 


cos?b —cos?2a 
2 » 
daher ist zunächst 





sin (a + b) sin(a—D) = sin’a — sin’db = c0s’d’— cos’a — 
1—en(2a+25) 
L+do(2a+2b)? 
_ Y/[d—e@a+2b)) 1— en(2a—2b)) 
sn (a-}8).un(a—b) = Veen , 
weil aber nach $. 36. ist 





Nach $. 32, a. ist sn(a+b) = 





(en2a— en2b)? 


(1— cn(?a+2Ö5))(1— en(?a—2b)) = pre een ep a7 und 


do 2a --du 2»)? 
(1+dn(?2a+2Ö))(1-+dn(?2«—2Ö)) - _ I 


so erhält man durch die Substitution dieser Werthe 


z zu en?2a— en ?2b 
sn (a+b).sn(a—b) = Ihdatun2 j 
Das Vorzeichen läfst sich leicht bestimmen; da nämlich für b=0 aus 


2 — 4 . .,». ” 
der Formel folgt sn’« = + — ‚„ und dieser Ausdruck positiv sein 
5 dn2a+1 p 














muls, so ist das untere Vorzeichen zu nehmen, und also ohne alle Zwei- 


deutigkeit 
en?b — cn?2a 





1. sn(a+db).sn(a—)D) = 


du25+du2a” 
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Nach $. 30. verwandelt sich diese Formel, wenn ka für a, kb für b und 
- statt des Moduls % gesetzt wird, in 


2. M.sn(a+b).sn(a—2) = dn2b — dı?a 


en2b-+ cn2a° 
Setzt man in der Formel (1.) ka für a, k'b für d und 2r statt des Mo» 





sono? b — sne9a 





duls %, so verwandelt sie sich in ene(@ +5). ene(a—D) = 





1 1 ’ 
25T 02a 


und dieser Ausdruck reducirt sich zunächst auf 


3.  ene(a+Ö).ene(a—DÖ) = a, 


Substituirt man hierin K—.a für a, also 2K—2a für 2a, so verwandelt 
sich nach $. 15. en2« in —cen?2a und dn?« bleibt ungeändert, ferner 
verwandelt sich ene(a—b) in en(a-+5) und enc(a+D) in cn(a—b), 
daher haben wir die Formel 





en2b dua?2a + cn?2a da? 
4. en(a+bdb).ena—b) = Ben, 


Aus (1.) und (4,) erhält man durch Subtraction und Addition 
en2a (1 dn 2b) — en25 (1 —dn?2a) 














' cos (am(a-+-d) Fam(a—Ö)) = in2bEda2a l 
u er en2b(A-Hdu2a) — en2a(i—dn225) 
oos(am (a+d)— am(a—b)) = dn25+ du2a 





Hieraus leitet man her 
(i-+en2a) (14 dn2b) — De rich tunen: 1 








1-+-cos(am (a+b)-+am(a—Ö)) = TEIE TER 
1— cos(am(a+2) +am(a—5)) = Kern een), 


Aus (1.) und (4.) erhält man durch Division 
6. tn(a+b).tn(a—L) = 


n2b— an2a 
en2b dn2a + w2a dn2b ° 
Setzt man in der Formel (1.) X—a für a, so verwandelt sie sich in 
Sn; on (a-+-b) cn(a—b) en2b + cn?a 
sno(a+ 5) sne(a—b) = dn (a-+b)du(a—b) ” du2b+da2a ? 


und wird die Formel (4.) hierdurch dividirt, so erhält man 


2h du2a adn?22 
7. dn(a-+b)da(a—)) = — here 














Dasselbe Resultat findet man auch unmittelbar durch Anwendung der 
Sätze des $. 30. auf die Formel (5.). 
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Auch die Verhältnisse der gleichnamigen Functionen von «+5 und 
a—b lassen sich in eben so einfachen Ausdrücken darstellen. 


Setzt man in der Gleichung (1.) «+ Es für a, b+ 5 X für b, so 
bleibt @—D ungeändert, und @ -+b verwandelt sich in a+btiK, also 





- ! ug 2. 
sn(a-+b) in een‘ 2a verwandelt sich in 2a+:K’ und 22 in 
25b-+-:K‘, daher erhalten wir 


sn (a — b) En (= ac (— —ı 
k sn2b Er 025 rt )» 

















ksu(a-+-b) a" in2a 
also 
sn(a—b) __ dn2b sn2a— dn2asn?2b su2acn?2b-+sn25 cn?a 
sn(a+b) su2a,snıb . sn2a sn2b ’ 
daher reducirt sich der Ausdruck auf 
8 sn(la—b) _ du2bsn2a — dn 2a sn?b 





sn(a+b) — en?a wm?b + sn2ben2a? 
und die Anwendung des $. 30. auf diese Formel verwandelt sie sogleich in 
9, su (a—b) — 2b su2a — en?asn?b 
sn (a+b) du2b so 2a du2a su2b 
Aus diesen beiden Formeln folgt noch 


sn(a+-b) dn2b sn2#—+ dn2a sn 2b sn?a en2b-+-sn?ben? a 
so (a—b) dn2b su2a —dUudası?b " Fsu?awm?2b— su?2ben?a 

















2 a u 1 sn{a+bi) . i 
Dieser Ausdruck ist nöthig, wenn — log 7 + 7, {u einer reellen Form 
a 


dargestellt werden soll. Zieht man aus der vorigen Gleichung noch ein- 
mal die Quadratwurzel, und nimmt man auf beiden Seiten die natürlichen 
-— so erhült man 


08 og y* (ab) __ 4 Arc T Tang e 2a sn 2, a Arc rn (“ Q ) 


























sn(a—b) sn2a dn2b in2a 
oder 4 
sn(a+b) __ 1 2 (222) 2b 
Ne log Vic 1 Arc Tang Th, ArcTang(C —) und 
n 1 sn(a+bi) _ (=>) . „ff ene‘25 
va log v: Toana * Say 3 arc fang + } arc tan (+ ar -) ; 


Vertauscht man in den Gleichungen (8.) und (9.) die beiden conjugirten 
Modul und setzt man «: für «, wie auch bi für d, so erhält man 








11 tn (a—b) 12, su da du?2b — sn? dn?a AR: so9a—sn?b 
* tm(a+b) sun2a—+sn2b —— saradu2b +s0n2bdn2a ? 


und die Gleichungen (10.) werden nun 
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ie | b) 2b 2b 
log Der — 4 NrcTang (> - 2) + 3 Arc Tang (2 >); 
u: l tn(a+bi) _ 1 (=) 23 4 ene 25 
i log u(le—Bi) * aro fang sn2a/ ' ® Bro mung k "cuc2a 
Werden die Gleichungen (8.) und (9.) durch (11.) dividirt, so entsteht 
13 en(a—b) __ so2a4+-sn2b  __ sn2acn2b— sn2bcen2a 
' enta+b) " su2am2b+sn2bea?a su2a— sn?2b 4 


und aus den Gleichungen (10.) und (12.) erhält man durch Subtraction 


'eon(a—b) sn2b n2b 
— BG ) w > — 4 
og / — 4NrcTang (= 5 -) ArcTang (> ) 























14 en (ab) tu2a/ ? 
. 1 Zus Ja n(a—bi) _ SE ee) 2 un en 
i en (a+bi) > \so2a 2 acc TADE |, 2a) * 
Nach $. 30. verwandelt sich die Formel (13.) in 
15 dn(a—b) _ sn2a+ sn2b __ so2a dna?2b— sn?2b dn?a 
"  du(a+b) " su2adu2d+su2bdu2a su2a—surb , 


und aus den Formeln (14.) wird 


/du (a—b) — 18 ( 
A Var) . 4 Arc zang 


16. 
:ıo /dn (a — bi) 2: uk Re )— Enke Re 
i EV an) .. © \sula = u k'cne2al’ 


K 
Setzt man in der Fermel (1.) eb für « und ze für d, so ver- 
wandelt sich @+b in RE FEW b) und a—b bleibt ungeändert; da sich 
nun 2@ verwandelt in A—!Db und 2b in A—?a, so erhalten wir 


sne(a-+b).sn(a—b) = 


sn 2b 








ene?# 
) — 4A: Tang( ') ö 


sn 2a \ene 2a 








ere?a— eme?b 


due2at-dac2b" 
Vertauschen wir nun die beiden conjugirten Modul, zugleich ai für @ und 


bi für b setzend, so erhalten wir 
tn(a—b) __ 2 ene2a— ene?b 
dn ( (atb) — ksue2a+tksuc2b ’ 











oder einfacher 
tn(@a—b) __ sa2adn2b—sn?b dn?a 


du(a+b) " en2adu2d+ cn2b dula 
tn(a+b) __ sn2adn2b-+-sn2b dn2a 
du(a—b) " en?adn?2b+en2bdo2a " 


und 





17. 











E » . K ”. K ”. 
Setzen wir in der ersten Formel wieder „ —a für 5 und 7 —b für a, 


so erhalten wir 
tn(a—b) __ suc2b dne?a — suc2a dac?b 





due(a+b) — wwe2ddne2a+ cuce2adue?b? 
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oder nach einer leichten Reduction: 
en?2b— cen?a Lus snd?da— Kn9b 


Fa ‘ — wis 
tn (a—b) do{@+b) = su2b+-sn2a ° w2b+en2a? 
= eın?2b— en?a ER so2a--sn 2b 
tn (@a-+b) da(a—D) —s2a—mu2b ca2b-+cn2a? 


Multiplicirt man die Formeln (17. mit (7.), so erhält man 
sn2a dn25 — sn2b dn2a 
ea2b-+en2a 
/ __ so2ada?2b+sn2b dna?2a __ ’ B 
tn(a-+Öb) dn{a-+Öb) = Temp — tang Lam (?a-+ 25). 


Multiplicirt man die Formeln (1.) und (2.), und subtrahirt man das Pro- 
duct von Eins, so erhält man 








18, 








= tanglam(?ua—2b), 





tn (a— 5) dn(a—b) = 
19. 





‘ U 2 En 2 (dn2b en 2b dn?a en 2a) 
20. 1—k sn (a-+ b)sn (a—b) SUmE (dn2b + dn‘ 2a) ) (en 2b+en2a)” 


Zusatz. Wenn die Argumente « und 5 nicht verdoppelt werden, 





so ist 
; gyer (a-1-b) 


snbenadn e) 
su(a —b) 


sna eub dub/ ? 








— rc Tang( 


oder einfacher 


5 b tnbd neb € 
log Y arD) —_ He Tang (C 2) — Arc Tang (= = uod 


sn (a—b) ing dab ene a 


1, „y® (a+bi) __ 
7 log v: (a—bi) 


I 


in (@a—b) asaca 


22. 1 jpg yrlatb;) ”. 1 en 


i D' m(a—bi) sn a snca ‘du’ b/ ” 
Für die Cosinus erhalten wir die Formel 


'en(a—b 
log V % e I - Arc Tang/taa dna tnd dad) = Xrc Tang (- 











2l. du 
arc tang (= sn‘d snc‘D) . 











arc tang non 





\ 





na =) 
suca such 


I 


Arc Tang(tang} amla.tang}am?b), also 


1 en (a—bi) / sr bass —) 
.- log Van arc tang (Ina du «a tn’d dn’d) = arctang Bee yenag 


23. 





| 





— arctang (tang} am ?a.tang }am‘?2b). 


Die Differenten endlich geben die Formeln 








log ran — rc Tang (k’sna snca snd such), 
24. | 
1 dn(a—bi) __ 2 tn’ 
—lo ech) = arctang (R sn @ sncd..- a7). 


21* 
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$. 38. 
Nach $. 11. (Formel 12.) ist 
dn a dnd dn(a+b) = k?+Kona endbcen(a+b); 
multiplieirt man diese Gleichung mit tnatnd tn(@a-+-b), so erhält man: 
tna dna.tnbdndb.tn(a+b) dn(a+b) = ktnatndtn(a+5) + k’snasndsn(a-+b), 
und da tn«adna=tang}am 2a, tnddnd =tang}am?b und tn(a-+b) dn(a+5) 
= tang}am(?2a4+2Öb) ist, so kann die Formel auch also vorgestellt werden: 
l. tangzam?a.tanglam?b .tang}am(?«-- 2b) 
—= k*tnatndto(a+b)-+ kA snasndbsn(a+b) 
oder, wenn man die beiden conjugirten Modul mit einander vertauscht 
und sich der Formel (2.) des $. 22, erinnert, 
2.  Zang4 Am2a.Tang 4 Am2d.Tangt Am(?a + 2b) 
— KOna ©nb Sn(a+b)+% sn’a sn’b sn’(a-+b). 
Wir leiten diese Gleichungen noch auf eine andere Art her, und finden 
durch dasselbe Verfahren noch zwei neue Gleichungen, in welchen statt 


der Summe der beiden Glieder auf der rechten Seite ihr Unterschied vor- 
kommt. Nach $. 37. ist: 








ö du2b-—dno?2a 
Er f \ f u mamunent —s 
ksn(a-+b).sn(a—b) = “Tube 
und 
dn?2aenm?b— dn?bcen?a 
AB / \ om u u 
k'*tn(a+b).tn(a—b) = = 7 ra 


wir multipliciren die erste Gleichung mit sn?@ = tn?a.cn?a und die 
zweite mit tn?«@ selbst, dann ist: 


du2b on?2a—d 
Rsn(a+b).sn(a—b).sn2a = tn?a.- ent 








en2b-+-cn2a ’ 
dn2a en25—dn?5b cn?a 

Mr Pen ., —— ” 
EINIGE MORTIC EL RU BLZ g > DL Ei er 


und hieraus erhalten wir durch Addition und Subtraction : 
R sn (4 + b) sn(a— b) sn2a+k”tn(a-+b) tn(a—b) tn?a 


en?2b— cn ?a 


k"tn(a + 5) tn(a—b) tn2a— k’sn(a+Ö) sn(a— b)sn?a 
2sn2a dn2b 








— tn?a dn?a— 


eo2b+en2a” 
Setzt man in diesen Formeln a für «+ b, 5b für a—Ö, also a+5 für 2a 
und @—b für 25, so werden sie 
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k’snasndsn(a+5)+k"tnatndtn(a +) 


= tn(a+ 5) dn(a +3) Me) eeHh 


k"tnatndtn(a+b)— k’snasnbsn/a-b) 


—= tn(a+b) du(a +5) — = neuen, 
en{a—b)— en(a--b) 


Da aber a tna dnatuddnd ist, so ist die erste von 
diesen beiden Gleichungen also einerlei mit der obigen Gleichung (1.). 
Da ferner nach $. 35. ist sn («+ b) dn(«—) — ra end+ end dub ena 


1— k? sn?a sn? b 
2sn(a+tb) din(a—D) __ snadnacnb-+-snd dnb cna 
en (a—b)+ ın(a-+b) Ber en a cub a. tna dua-+tnd dad, 


und also 




















so ist 


tn(a+ db) do(a-+b) — tnadna — tnd dnd 
— ktnatndtn(@a+b) — k’snasndsn(a+b), 
oder in anderen Zeichen 
tang Lam (la-- 2b) = 
| kn; Lam2a +tangl am2b + ktnatndtn(a+b)— R’snasnd sn (a+b), 
ig; tang am (?a— 2b) = 
tang am 2a — tang Lam ?d — k"tna tnd tn (a—b) + k’snasnd sn (a—b). 
Vertauscht man in diesen Gleichungen die beiden conjugirten Modul mit 
einander, so lassen sie sich also vorstellen 
Tang4 Am(?a +25) = 
4 Tang 4 Am2a +Tang 2 Am +A? Ona Sub Sn(a+b) —k"”sn’asn’bsn’(atb), 
| Tang+ Am(2a—2b) = 
Tang ma —Tang 4 Am2d — A? Ona Snb Sn(a—b) +k”sn’asn’bsn‘(a-b). 


$. 39. 


Wir ziehen nun die Gleichungen (3.) und (1.) des $. 38. näher in 
Betracht; was von ihnen gilt, kann dann leicht auf die Gleichungen (4.) 
und (2.) übertragen werden. Durch die Addition der Gleichungen (3.) 
erhalten wir zunächst 

Ztang Jam(2a-+2Ö) + %tang$ am (2a — 25) 
= tang 4 am 2a + k" Sn’ a&n’b er a fe 


I RRORDOR Bee), 








2 
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oder, wenn die cyklischen und hyperbolischen Sinus von a+5b und a—b 


entwickelt werden, 
5 tangram (2a-+2b) + tang4am(2a —2)) 
j 2 





k’? Sn’aGn’a Dn’a Sn’? k? snaena dnasn?b 
1 — k': Sn'’?a Sn’?b 1— k? sn? a su? b 








= fansdam?a-+ 


In dieser Gleichung lälst sich auch das Glied tang4am?a =tn« dua 
mit dem einen oder anderen der beiden übrigen Glieder zu einem Gliede 
zusammenziehen. Es ist 


k?:snaenadna sn?b 
1— k: su? a sı?b 








k? en? a sn? 
tnadaa — k? en? a su ni) 


—= {na dn (1— 
En 1— k? sn? a sn?b 


tnadnadn?b 
1—k?sn?asn?D ? 





daher verwandelt sich die Gleichung (5.) in 
6 tang Lam (2a +20) + tang Fam (29a — 25) 
i 2 
k’? Sn’a Gn’a Dn’a.Sn’?b tnaduadn?b 
1—k': Sn’’a Sn’?b 1— k?sn?2asu?b ” 
k?: SnaCna Dna Sn?db _ Ina Dna Dn?b 
1—k:Sn?a Sn:b 7 1—k?: Sn’a Sn?b?’ 
und da tangl am? a = Tang} Am’?a = In’a Dn’a ist, so erhalten wir 
tang Lam (2 a-+-25b) + tang} am (Qa— 2b) 
2 
Zn’a Dn’a Dn’?b k?sna cna dna sn? 
1—k': Sn'?a Sn’?b 1— k? sn? a sn?b 
Die so eben entwickelten Gleichungen (5.), (6.), (7.), welche weiter 
unten eine wichtigere Bedeutung bekommen werden, lassen sich auch aus 
der Gleichung (1.) des $. 38. herleiten, und wir übergehen diese Herlei- 
tung nicht, weil sie zu einer neuen Darstellung der vorigen Gleichungen 
führt. Setzt man in der erwähnten Gleichung (1.) — d für d und addirt 


man die neue Gleichung zu ihr, so erhält man zunächst 

















Eben so findet man Tna Dnat 





T. 




















tanglam?atang tam?2b. u am (2a-+-2b) > tang tl am (2a — >] 
Sr auc Sn’(a+b) + Sn’ (a—b sn(a— 
— k" Sn’ a&n'd.[=* Sun) = (a ++ rsnasns. [et tmte Mn. 


Der Ausdruck auf der rechten Seite wird, wenn er entwickelt wird, 
k’? Sn’taCn’d Dn’b Sn’b ,„ k?sn?acnbdabsnd 








1—k!: Sın?:a Sn’?b 1— k?sn?asu?b ? 
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und da tang Fam 2a tanglam?d = tnadna tnd dab = Tı’a D’aTlu’d Dn’d 
ist, SO erhält man, wenn die Gleichung hierdurch dividirt wird, die ein- 


fachere Darstellung 
tang Lam (2a—+2b) + tang Lam (?a— 2b) 


8. 5 


.’? Sn’a Gn’a Sn’? En k?snaenaen?b 
Dr’ a(l— kSn?a&n:b) ! dua (1—k?sn? asn? b)? 














und dieser Ausdruck ist nicht minder bemerkenswerth, als die vorigen; da 
derselbe hier ohne Kenntnils des Zusammenhanges mit den vorigen Glei- 
chungen gefunden worden ist, so ist eben dieser Zusammenhang noch 

















anzugeben. 
Durch eine leichte Reduction findet man: 
Sn’?D Dn’?2 ‚2 
ren aon r m 0 u b ro. 
en?b Pe Vale dn?a sn?b 2 
1—k?sn:asn?b 1— k? su? asn?b? 


werden diese Werthe in der Gleichung (8.) substituirt, so entsteht zunächst : 


tangt}am (2a-+-2b)-Htang} am (2a— 2b) 
9 


— 


u Break + um r k'?Sn’aßn’aDdn’aC&n’”?b  X?sna cna dna sn?b 





EZ 














> 











Dr’a do a 1— Kr? Sy?a Sn?5b  AI— x? su?a so? 
da aber 
2 Sn’a Gn’a k’suaena __ K'*sna :?sna ena 
Dn’a do.a — enadna du a 
ina tna dn?a 
= —, — (k?+k’cn’a) = = tna dna = tang4am?« 


ist, so ist die Gleichung (8.) in die Gleichung (5.) verwandelt worden. 


$. 40. 


Einige Relationen unter eyklischen Modular- Functionen mit drei und auch vier beliebigen 
Argumenten, 


Relationen unter cyklischen Modular-Functionen, worin drei ganz 
beliebige Argumente vorkommen, erhält man sehr leicht, und man kann 
sie in grolser Menge aus den vorhin entwickelten Relationen unter den 
Functionen a,d, a+5 schon dadurch herleiten, dafs man a =a—, db = 
B—y, ao a+b= u—y setzt. Macht man z. B. in der Gleichung 

dna dnb dn(@ +b)= KK”? --A’enacndben(a-+)) 
des $. 11. diese Substitution, so erhält man auf der Stelle die Gleichung: 








164 10. Gudermann, Theorie der Mod.-Funct. und der Mod.-Integr. $. 40. 


1. da —P)da B—Y)daay—a)=K?+Rcen(a—P)en(ß—Y)en(y— a), 
unter cyklischen Modular-Functionen, worin drei ganz beliebige Argu- 
mente «,ß,y vorkommen. Die drei Differenzen «—f, P—Yy und y—a, 
worauf sich die in der Formel vorkommenden Functionen beziehen, ma- 
chen die Summe Null aus; man kann aber leicht eine noch allsemeinere 
telation herleiten, worin vier Argumente vorkommen, wovon eines allein 
so grofs ist, ala die Summe der drei übrigen. Es sei aß +y=3; 
setzen wir nun «-+ß=g, dann ist g+-y=0, oder y=d—y. Nach 
$. 11. ist nun, insofern g=u+Bß ist: 


eng = ınacnß—snasnP dng, dng = dnadnß— k’snasnßeng, 
und weil auch g=0—Y ist, so ist 
eng = endeny+snösnydng, dog = dunöddny-+ A’snd sn eng. 
Durch die Multiplication der Formeln en& cnß= eng -+-sn« snß dng und 
enyendö=ceng—snysnödng erhält man zunächst die Gleichung: 
ena enßeny end 
== en’g-+ (sna snß — snysnöd) eng dng— sna snß sn y snd dn?g; 
multiplicirt man aber die Formeln dna dnß = dng+ A? snasnßceng und 
dnydnd= dog—k’snysnöcng, so erhält man die zweite Gleichung 
dna dnß dny dnd 
— dn’g-+A’(sna snß — sny sn) eng do g— k*sna snßsnYy snd en? g, 
und wenn man von ihr die mit A” multiplicirte erste Gleichung subtrahirt, 
beachtend, dafs dn’g— k’en’g= Kk“ ist, so wird das Argument g dadurch 
völlig eliminirt, und man erhält 
dns dnß dnydnd—A?ena enßenyend = k”"+k"k’snasnßsnysnd, 


oder 


a do« da Adoydnd— K?mamndamyand __ 
m * k'? 





1 + A’snasnßsnYy snd. 


Setzt man in dieser Formel «—Pß für «, B—y für ß und y—a für %, 
so ist d$—=0, also end=dnd—=1 und snd=(; die rechte Seite reducirt 
sich also auf ihr erstes Glied Eins, und man kommt unter dieser Voraus- 
setzung also auf die Gleichung (1.) wieder zurück. Die grölsere Allgemein- 
heit dieser Formel (2.) besteht also darin, dafs die Summe do=c.+ß-+Y 
eine beliebige sein kann, indessen kommen in der Gleichung (2.) im Grunde 
nur drei verschiedene Argumente a, ß, y vor, do=u+ß-+Y sein soll. 
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$. 41. 


Ausdrücke von der Form 1—A’sn AsnBs_CsnD, in welcher 
4,B,C,D vier beliebige Grölsen sind, haben eine noch aligemeinere Form, 
als der in der Formel (2.) des $. 40. vorkommende ähnliche Ausdruck. 
Wir können, ohne die Allgemeinheit dieser Form zu vermindern, setzen; 


A — o+ß, B == a—ß, Ü | aß’ und D  — a 2’; 
wenn wir uns unter a, ß, «‘, P’, vier ganz willkührliche Gröfsen vor 
stellen. Nach $.35. ist 

sn? — an? 8 


on (+ Bon) 
en?! } 
(«’+P‘) un (—P) vo ee 
substituiren wir diese Ausdrücke, so finden wir für 
1— k’sn(a +P)sn (a — ß)sn (u + B)sn (u —P') 
einen Bruch, dessen Nenner das Product (1— k’sn’ «sn? 5) (1— A’sn? a’sn?ß’), 
und dessen Zähler ist: 
1— Ksn?’a sn’ß — k? sn? a’ sn’ß’ + k*sn?a sn? ß sn?’ w’ sn’ ß’— Arsn?’a sn’a‘ 
— k’sn’ß sa’ß’ + A’sn?a sn’ß’ + A?’sn?’a’ sn’ ß; 
ein Theil dieses Zählers, nämlich 
1 — A? sn?’ «a sn? a’ — A? sn’ß sn?’ + k* sn? « sn?«’ sn? ß sn?‘ 
ist gleich dem Producte (1 — k’sn’asn’a’)(1 — A’sn’Bsn’P), und die vier 
übrigen Theile desselben —/* (sn’a sn?ß -+ an?«’ sn’ß’— sn’asn’ß’— an? sn’«‘) 
sind gleich dem Producte — kA’ (sn’« — sn’ a’) (sn’®—sn’ß‘); daher entsteht 
die Formel: 
1 — k’sn(a + P)sn (a—P) su (a’ + P)sa (a’—P) = 


(1— k*? sn? @ sn? a’) (1I— k? sn? f sn? £°) (1 1% sn? x — su? a’ sn? d— sn? f 
(1— k? sn: & sn? Pf) (1— k? su? a’ sn? 9) 1— k? sn? @sn? a’ "1 — k* sn? f sn? 3)» 














802 — sn? af 


welche, weil sn(«+«) sn(a—a/) = pre und sn(ß-+ß")sn (ß—£') 





Pe 2 a1 a 1 
== = dan Zi ist, sich zusammenzieht auf: 
1 1— kr sn(@ + Pan (a — A)sn(a’+ BN)su(a' — #9) 
"IR snla te’) en (@—a‘)su(d+P) su (?—P) 
__ (1— k* su? @sn? a’)(L— k? sn? Asn? 9) 
(1 — k? sn? a sn? P)(L— kan? @'sa? A’)? 


und eine Relation unter cyklischen Modular -Sinus ausdrückt, welche sich 
auf vier ganz beliebige Argumente «a, ß, «‘, ß’ beziehen. 











> 
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Setzen wir in dieser Formel &+?ÄA’ für a, so verwandelt sich 





sn(a +) in — = 7) 8: We; daher verwandelt sich die vorige Formel 


zunächst in: 


sn (@+e')sn (@— a’) sn(@ + P) su (@ — P) — sn (@’+ £') sn (a’— #) 
su (@-}+ ß) su(a@ — P) "sn(@ +’) so («—a@)— sn (d +) so (P— #') 
_ suta—su?a’ 1—k?sn? 3 sn? P’ 
—— sn?@— su? A "1— k? su? a’ sn? #* 











Da aber 


sn (ce + a) sn(@— a’) w 
er a = (1 KAsn’asn’a‘)" und 


sn (@-+-/f) sn(@— Pß) 


su? & — su? ß 





—= (1— A’sn’asn’P)-! 





ist, so reducirt sich die Gleichung auf 


‘ sn(@& + 9) sn(@ — P) — sn (@’ 48°) sn (@’— #9) 
2 su (a + a’) sn(@ — a’) — sn (+ P’) se ($f— Pf’) 
(1 — k? sn? @ sn? @’)(1— k?sn? # sn? /) 
Ar (1—k? sn? a@ sn?) (L—k? sa? @'su? 9)? 








welche die merkwürdige Beschaffenheit hat, dals die Ausdrücke auf der 
rechten Seite in ihr und in der vorigen Gleichung (1.) ganz dieselben 
sind, während die Ausdrücke auf der linken Seite sehr verschiedene Ge- 
stalt haben. 


$. 42. 


Setzt man in der Formel (1.) «=« und P'=ß, so verwandelt 


sie sich in die specielle Formel 


ie a a1 __ (l—k?snt a) (1— k? sn“ P) 
1— k’sn («+ P)sn («—P) gr (1— k? sn? @sn? ß)? 9 


worin nur noch zwei beliebige Argumente & und ß vorkommen; dieser 
Formel E ist aber auch 





u. af 779 JRR __ (di k?snt a’) (I— KR? sn* f") 
i "sn (% +P‘) )$n’ (a° ß‘) _ (l—k? sn? «' sn? 9")? 3 
(1— k? snt @) (1—k? sat @’) 

(1-— k? sn? @sn? @‘)? 


? 2 / 2/ / 1—k? . 1— k? snt 9 
ET | Tri Fr Zy El, 








1— A’sn’ (a+a)sn’(a—ua) = 


BI 





und dividirt man das Product der beiden ersten Gleichungen durch das 
Product der dritten und vierten, so erhält man durch Ausziehung der 
Quadrat- Wurzel die Formel 
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3 [1 — k? sn? («+ P) sn? (@ — A)] [1 — 3? sn? (@’4- 3°) sn? (@’— #)] 
5 [1 — k? sn? (@-+e’) sn? («—a@)] [1 — k? on? 2 p*) su? (#— f')] 
__ (1—Kk? sn? & sn? @') (1-— k? sn? A sn? £*) 
(1 k? 50? @ an? P) (L— k* sn? @’ sn? 9)? 
worin der Ausdruck auf der rechten Seite wieder mit denen in den Glei- 
chungen (1.) und (2.) übereinstimmt. Es haben demnach die vier der 
Form nach sehr verschiedenen Ausdrücke: 
1 — k? sn («+ Pf) sn (@— Pf) sn (@'+ #°) sn (@’— #%) 
1—k? sn(@ + «@’) su (@e — @')sn(# + 9) sn (9 — 8°)? 
en (x + Pf) sn(@— A) — sn (@’ + #°) sn (@’— P) 
sn (@ + @') so (a — a’) — sn (#+ #9) sn (#— PP)? 
(1— k? sn? @ sn? @') (L— k? sn? # sn? f’) 
(1—k? snta so? A) (1— k* sn? a@'sn? #)? 
yE=-® sn? («+ A) sn? (@«— P}] [1 — K* sn? (a’+ #") sn? (a'— AN] 























[1 — %? su? (+ @') su? (@— @')| [L—K? sn? (E-+ 9) sn? (2 — 9]? 
in welchen a, ß, a‘, ß‘ vier ganz beliebige Elemente sind, immer einen 
und denselben Werth, 
$. 43. 
Setzen wir in der Gleichung 
en (@+ ) sn (@— 3) — sn (a’+ #) sn (a’— ff) 
sn (a-+ a’) sn (a — a) — sn (d+ PP) sn (I — PP) 
__ 1—k? sn(@a+ Pf) su(@— ) sn(@'+ 9) sn (e!— ff) 
 1— kt sn(@+ a’) su(@— a) sn(d +) sn?) 








nun 
A+C—B A+B—C B+C—A B+A—-C 
=, pet, u, Per, 
so st atHß = A, o——ßB=C—B, W“+HP'=B, W“—-P=Ü—A 
a+W=0U, a—a'=A—B und B—P’=0; und werden diese Werthe 
substituirt, so erhält man auf der Stelle die Gleichung 
sn Ası (C— B)— snsBs(C—A) _ 2 
er, ) =1—RKsnAsn(C-B)onBsan(l—A), 


oder in ein wenig veränderter Gestalt 
1. snAsn(C—B) + snBsn(A—C) + snCsn(B—A) 
— — /?sn AsnB snC sn (Ü— DB) sn (A— C)sn(B—A). 
Setzt man in dieser Gleichung, welche nur noch drei willkührliche Argu- 
mente A, DB, C enthält, A+iK’ für A, B-+iK für B und C-+iK 
für C, so verwandelt sie sich sofort in 
en (C— sn (d— sn (B— A) 

















sn(C—B) an(A—C) sı(B—A) 











B) C) um 
- su Ad r sn B + sn C ” er a FT + 0 


22 * 
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Setzt man in diesen Gleichungen zuerst K—A für A, K—B für B und 
K—C für C, und wendet man dann die Sätze des $. 31. auf sie an, 80 


erhält man auf der Stelle 
3. on zu ene(C—B)+ enB one(A—C) + cnC onc(B—A) 


— er „en A cnBcnÜ ene(Ü—B) ene(A—C) cnce(B—A) 








und 
enc(C-B ene(A-C ene(B-A ene(C-B) ene(A-C) enc(B- 

4. 4 + — + en Cc + > 2 = 2 ee =0. 
Vertauscht man in den Formeln (1.) und (2.) die beiden conjugirten Mo» 
dul, und setzt man dann A? für A, Bi für B und Ci für C, so erhält man 

5. tn Atn(Ü—B) -+tnBtna(A—C) +tnCtn(B— A) 
—= — k"tn AtnB tn Ctn(C—B) tna(A—C) tn(B— A) 








und 
tn(C—B) , tn(A—C) ,„ tna(B—A) „ tn(C—B) tn(A—C) tn{B—.A) 
6. ind * tu B ” tn C 7 BE , . * tu C 


Die Anwendung des $. 30. auf die Formeln (3.) und (4.) giebt 
7. dnAtn (C— B)+ dnaBtn(A—C)+ dnC tn(B— A) 
—= dnAdnB dnaCtn(C—B)tn(A— C)to(B— A) 








= (0) 





und oo 
tn (C— 
8. eh don B 














tn (A4—C) Rt tn(B—A) __ 0 tn(C—B) tn(A—C) tn (B—A) 
du C u u u > 


Zusatz, Setzt man k=0 in den vorstehenden Formeln, so er 
hält man für die trigonometrischen Functionen die Formeln: 


1. sin A sin (Ü—B) + sin B sin (A—C) + sin C sin (B—A) = 0 [aus (1.)], 
2. cosAsin(C—B)+cosBsin (d—C)+ cosCsin(B—A)=0O [aus (3.)], 
sin (C—B) P: sin (A—C) P° sin (B— 4) # sin (C—B) .sin (A—C) .sin (B— A) Br 











3 














sin .d sin B - sin L.sin B. sin C 
(aus 2.), 
sin(C—B) , sin(A—C) , sin(B—A) |, sin(C—B).sin(d—C).sin(B—A) _ | 
4.  eosd : cos B + cos © + cos d.cosB.cosC = Ö 


(aus 4.), 
5. tang A tang (C—B)-+ tang Btang (A—C) + tangCtang(B—A) 
4 ne Anna tang (C—B)tang(A— C)tang(B—A) = 0 (aus5.), 


tang ( C-B) tang (A-C) tang (B-A) tang (C-B) .tang (A-C) tang(B-.A) u 
6. ang A + tang B .. taug C + tang 4 tang B tang Ü m. 0, 








7. tang(Ü—B) + tang(A—C) + tang(B — A) 
= tang(C— B)tang( A— O)tang(B— A). 
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Von diesen trigonometrischen Formeln können (1.), (2.) und (7.) 
am einfachsten hergeleitet werden; von den Formeln (1.) und (2.) hat 
meines Wissens zuerst Gau/s, in der T’heoria motus corporum coelestium etc, 
eine nützliche Anwendung gemacht; die Formeln (3.), (4.), (5.) und (6.) 
scheinen noch nirgendwo früher aufgestellt worden zu sein. 


$. 44, 


Wir benutzen die im $. %2. ausgesprochenen Sätze auch zur Um» 


formung des Ausdrucks 
U 1-+-k? so a snusnv sn(u4+-v-- ao) 


1— k?sna sou sovsu(ut+v— a)? 
welcher weiter unten vorkommt, und bei welchem vieles auf die Kennt- 
nils der Formen ankommt, in welchen er dargestellt werden kann. Setzen 
wir in den Gleichungen des $. 42. 
a+T?ß=u außen W+ß =urr—a und W—P'= oo, 
dann ist rück wärts 


ut-v u—v u+v 
4 za a’ == 29 B = P= —{, 











und hieraus folgt noch 

at =utv, aa =0, BP+ß=u-a ud PP’ =a—o = — (i—0). 
Werden die hier angegebenen zusammengehörenden Werthe in den 

Gleichungen des $. 42. substituirt, so erhält man die folgenden Gleichungen: 


snu ssv—sna sn (uf4-v—.a) 
su (u —a)su(v—a) 


(1: end 2 °) (1— Krgn2 2 —V Zn? > —a)) 


(1—%: sn? FH ln >). (1—x? 502 Hl (F*-.)) 


ew year: sa? u sn?v) (1I—k? sn? a sn? (u+-v—a)), 
3 1 — ktsn?(u—a)sn? (v—.a) a, 





1— A’ snu snv snasn(u--0—a) = 

















setzen wir in diesen Formeln noch —a für a, so verwandeln sie sich in: 


1-+ksnu snvsnasn(u+v+a) = — ne Mare a) 


(1 k* sn Te) (1—.: sn? Zn? % 9 2. a)) 


(1x: sn? nu sn? —) } (1: sn? “tr sn? (* 2 "+a)) 


u ya sn? usn?v)(1—k?so?a sn? (u+v-+a)), 


























1 — k?sn? (u-- a) sn? (va) ’ 
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dividirt man nun diese Gleichungen durch die vorigen, so erhält man die 
vier folgenden verschiedenen Ausdrücke von U: 


% 1 +-k? snu savsnasn(u4+v-ta) 
l. U=] 


1 — k? sn u sn v snasa (u--v—a)? 








- N — /snusnv—t sn asn (u4+-v-+e) ya larler.0) 
) un 


un TE onusnuy—snasn! te een 


3 FÜR - 
ae ’ 
wi, 1—k? 502 < 5 " „sn? en V 1— k? su? ran: (F*+a) 























4 
M— kt sn? asnt(utv-La) 1— k? sn? (u— a)su?(v—a) 
4. — V Ba 2 2 ei Vz 2 sn? n 2 ’ 
1— k? sn? ası? (u-v— a) k* sn? (u+a)sn?(v-+-a) 
wovon übrigens der erste die einfachste Gestalt hat. 
Die Gleichung 


’ sousovt sıa sn (uva) 
% ) n(% ® di) = 
1 + k’snusnv snasn(u+-v-+«) ee 


welche sich nach Wegschaflung des Divisors verwandelt in: 
snusnv® —= sn (ut w)sn (ve + a)—spusn (u+-v-+ a) 
+ k’snusnv snasn(u+a)sa(v-+a)sn (uva), 
stellen wir noch auf eine bemerkenswerthe andere Weise dar. Multipli- 
ciren wir sie mit A’snw snv und subtrahiren wir beide Seiten von Eins, 
so erhalten wir: 
1— k’sn’u sn’v = 1—k’snuspvsn (u+a)sn(v+a) + k’snusnvsnasn (uva) 
— *sn’usn’vsnasn (ut a)sn(v+ta)sn(u+-v+a), oder 
1— k’sn’uso’v — 
(1i— Kanusnesn(u-+a)sn(v-+a))(1 + A’snusnrsnasn(utv-+a)). 
Setzen wir —a für a, so ist also auch 
1 —k’sn’usn’v = 
(1— k’'snusnv sn (u—.a) sn(v— a)) (1—k’snusnv snasn (u+v—a)). 
Werden diese beiden Producte identificirt, so erhält man 
1+R?snusnvsnasn(utvta) __ 1—k?snusnvsn (u— a)sn (v—.a) 
1— k:snusnusnaso(ufv—a) — A1— k?snusuvsu(uta)so(v+a)” 
Zu den vier vorhergehenden Ausdrücken der Gröfse U kommt also noch 
der fünfte 

















r __ ı/fl—k?snusnusn(u—a)sn (u — a) 
s ecke Ve savso(u-+a)so(v-+a) 
Macht man in den Formeln des $. 42, die folgenden Substitutionen: 
u Er ‚ __UuFfv 





2 


= -——, U u ==, also a+-ß=u, a—ß =Pp, 
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«+P=u—a, W—-Pm=r-a, atrW=urr—a, oma, 
B+Pß'=u—v, P—P’=0, 50 erhält man die Gleichungen: 
su u snv — sn (u— a) sn(v— a) 


1—k’snusnv sn (u—a)sn(v—ua) = > 
’ ’en( ) su a sn (u--v—a) 


(mv 23) (io rn (Er) 
ex ut+v "—’) ( uU—V ut v 
Zug 2 2 1—r?3 2 2 ki 
(1 k? sn gs 5 k? en gu ( 2 a)) 
y“ — k? sn? u sn? v) (1—k? sn? (u— a) sn? (v — a)) 
1—k?sutasu?(uthv—a) 



































Setzt man hierin —« für a, und dividirt man die einen Gleichungen durch 
die andern, so erhält man noch die folgenden Ausdrücke der Grüße U: 


& iu verzerrt) sn u sn v— sn[u— a) su (v— a) 
R MP ER e Er su (va) — suusuv ? 


FR sn? su? Fr. «) Fr K? sn? IL gp2 (*T® +.) 


au V 1—k? sn? en ei V 1 — k? su? zer sn? Fr.) 

u : 1— k? sn? a sn (urvta) “ 1— x? sn? (u — a) sn? (v— a) 
1—k?s0?asu?(u-v—a) F1—k?sn?(uta)sa?(v-a)” 

Macht man aber die Substitutionen 

en Bein et, pe reZ, Du a 

so verwandelt sich der Ausdruck (5.) für U auf ähnliche Art in 















































& = 

















g Bi ya u — a) snv — snu su(v—.a) 
f snusn (va) — su v ME 
_ a/l—k? su? vsn? (u—a) M— sn? u sn? (y—.a) 
BR ehe, 1 — k? 50? usu? (v-+a)” 


Eben so, wie die Formel 
1 — ksn’usn’v — 
(1— A’ snusnv sn (u+ a)sn(v+ a))(1+A’snusn® snasn(u-+-v-4-«)) 
gefunden wurde, findet man auch 
1—kKsn’asn’(u+-v+ta)= 
(1— A? sna sn (ua) sn(v+«) sn (w+v+a))(l--A’sn usnvsn(u+v-+o)sna), 


$. 45. 
Wir stellen den Ausdruck U in noch drei anderen Gestalten dar. 


Es ist nach $.40.: 
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1 + k’snu snv snasn (ut v-Ha) 
__ dau dnv daa da(u+v + a) —k?cny envenaculx +vt.a) 
— k’% T 
Setzt man hierin —a für a, so erhält man noch eine zweite Gleichung; 
dividirt man durch sie die erste, und zieht man die Quadratwurzel aus, so 
hat man schon: 


11 0 I: dnv dua dufu-v + a)— 5? cou envena on(u+v-+-a) 


dnu dav daa da (u-v— a) — k?cenu cnvena m(u+v—a)* 








Dividirt man den Zühler und Nenner durch 
dnu dnv dnadn(u-v+a)do(utv—a), 
so erhiilt man noch auf der Stelle 
Br dn(u+ ve) ; Yız k? sncu snev snca sne(u+v-+ a) 5 
du (uf-v— a) 1 — k*: sone u sucv snea soc(u-v—a) 

Setzt man nun ut W= KR, v+vV’=K, a+a=K, so ist uva = 
3K— (wW-+-v'+a), ao K—(urev+a)= uw +vV+a’—?2K; ferner 
«+v— a =2k— uw—v+ad— AK = K— (wW+v'—.a‘); daher erhalten wir: 


. dne(wW+-v’+a’) „/I+%? sn w/ sn v/ sn aen(W'+v’/-F a’) 
PR hrs du ie — oder 
12. j 


due (u + v—a) FI— RK? snw snv'/sn a su(wW + v/—a’)? 
Um V 











don (v+-v’—.a’) i+ k? sa u‘ sn v’ sn a’ su (u + v’+a’) 

dn (wWt+-v/’+ a)" F 1— K? sn w/suy‘sna’sn (w + v'’ — a‘) ” 

Wird also in dem Ausdrucke U statt jedes der drei Elemente «a, , ® sein 
do(uftv—a) __ ı/da(wW+v/ta’) 
da(y+v+a) ° .da(W Va‘) 


Der Ausdruck U kann auch unter die Form U= VE gebracht 














Complement gesetzt, so wird dadurch U mit y 
multiplicirt. 





werden, so dafs log U = Arc Tang ($) ist, und er muls sogar unter diege 
Form gebracht werden, wenn das Argument a den Factor 2 enthält, damit 


dann Z log wieder in einer reellen Gestalt dargestellt werden könne. 


Setzen wir aber: 
P+0 = 1+A’snusnvsnasn(u-r-+a) und 
P—-0 = 1—KR'snu snv snasn(u--v—a), 

so ist 





P = 1-+K’snusnv sna (errtazeutrZe) und 


sa(u-vt+a)+sno er 
2 “ 





O0 —= k’snu snv na ( 
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Da nun aber 


tut ha—entutr—e) _ macntutr)dnutr) ung 














2 — A4- rs (utv)sota 
sn(u-vta)+sn(utv—a) _ sulutv)ceaa dna 
2 41 k? sn? (u--v)sn?a 


ist, so ist 
k? sn? a snusnv en(utv)do(u tv) 

















Ei 1—k?sn? (u-+-v)sn? a und 
= k?sna ena dnasnu snv sn(u+v), 
u 1— k?sn? (u v)su?@ : 
daher ist 
k?sna cna dna sn u snv sn (u-4-v) 
a tee aim 
log U Arc ang 1—k: su? a sn? (u-F-v) Fk? su? asn vu suv en (u--v) dn (u+-v) D 


Der Nenner des angegebenen Bruches lüfst sich noch auf zwei ver- 
schiedene Arten zusammenziehen, indem man entweder 1—cn’(u+v) für 
sn’(u+-v) oder 1—dn?’(u+v) für A’sn’(wu+v) substituirt. Machen wir 
die letzte Substitution, so ist der Nenner: 

en’a-+sn’adn (a +v)(do(u+v)+k’snusnven(u-+v)), 
und da nach $. 11. Formel (8.) ist: 
dn (vv) + A’snusnven(u--v) = dnz dnv, 
so erhalten wir: 


13. logU = Nrc Tang ( 





k?snacna dna snu snv sn u ad 
cn? a+sn?a dnu duv du(utv) /” 

Das Resultat der zweiten vorhin angegebenen Substitution können 
wir auch aus dem so eben gefundenen Resultate herleiten. Da nach $. 11. 
Formel (12.) ist 

dnz dav dn(u+v) = Ak”+A’cnucenven(u-tv), 
so ist der Nenner, wenn dieser Werth substituirt wird, 
en’a + k”sn’a+ k’sn’acnucenven(u-tv), 

und weil cn’«-+ k” sn’a = dn?« ist, so erhalten wir: 


14, logU = He Tang ( a Se a Er 5 a 


du? a+-%? sn? a cnu euv cn (ut v)/ " 





Zusatz. Wird ai für a gesetzt und der geänderte Werth von U 
mit U’ bezeichnet, so giebt die Formel (13.): 


k? to’a du’a snu sn v su (u u) 
’ 





1 , ( 
15. zIogU = 0 lang 1 — so’?a dazu dov du(u-+v) 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVIIL. Htt. 2. 23 
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und die Formel (14.) verwandelt sich nun in: 


k? tn’a dn’a snu suv en(u-f-v) ) 
'2a— k?sn’?acnu av w(u+v)/” 





1 "ERT 
16. —log U = arctang („ 


.. .. “ 1 
Setzt man ka für a, ku für u, kv für v und 7 Statt des Moduls k, so 
verwandelt sich, wenn die Sätze des $. 30. angewandt werden, der Aus- 
druck U wieder in sich selbst. 


$. 46. 


Die cbarakteristischen Gleichungen der Modular - Funetionen. 


Zum Beschlusse dieses Abschnitts leiten wir die characteristischen 
Gleichungen der Modular - Functionen her. | 

Setzen wir in der Gleichung (3.) des $. 4. jetzt p= —1 und 
qg=—k’ dem $.6. gemäls, ferner = snv, yY=snw und z=snu, da 
u=v-Lw sein soll, so erhalten wir die Gleichung 


Il. sn’v-+ ?enw dnw.snv snow + sn’w + A’ sn’w.sn’v sn’w = sn’u, 


welche in Hinsicht auf die Grölsen sn® und sn» symmetrisch ist. Setzen 
wir in dieser Gleichung K—v für v und K—w für w, so verwandelt 
sich # in 2K— uw, also en in —cnu, und die Gleichung wird also 


sne’ 9 — ?cnu dnu.sncv snce wo + sne’w + k? sn? u.snc’v snctw = sn’u. 
Die Anwendung der Sätze des $. 31. verwandelt diese Formel in 


2 


- 





>) p dne Tl n n 
en» — ?sneu —,— .env nw en w— 7; enc’u.cen’ven’w —= cene’u. 


kenu k? anti k? sn? u 


—, | ist, so haben wir als 
du? u duo? u 








Da aber sncx dnceu — 


characteristische Gleichung der eyklischen Modular - Cosinus 


denu k? sn?u ’ k’? sn? u 
2 „2 au 2 2 2 — 
cn it — ——,cn’ cnW E- ca’ wi — —,cno’t’co ww = — 
n du? x do? u dn? u 


Durch Anwendung der Sätze des $. 30. verwandelt sich diese Gleichung 


sofort in 





5) Sdn n n 7 
3. dn’v — >; “,dn® dow + dn’o — tn’ u. dn?v dn’w = — k"” tn?’ u. 
'D“ u 


Vertauscht man in der Gleichung (1.) die beiden conjugirten Modul, vs 


für © und wi für w setzend, so erhält man 





0 n don a wir 
4. tıv+?2 a, ad tn + tn w + kA” tn’utn’vtn w = tn’u, 


als characteristische Gleichung der eyklischen Modular- Tangenten. 
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Die characteristischen Gleichungen haben also für jede Art der cy- 
klischen Modular - Functionen die Form 


a -2axy+y’+b.xe’y’ = e, 
worin x und y zwei gleichnamige .cyklische Modular-Functionen der Ar- 
gumente v und ww bezeichnen; die Gleichung ist jeden Falles symmetrisch 
und vom vierten Grade, in Ansehung der einzelnen Grölsen x und y 
selbst ist sie aber nur vom zweiten Grade, 


Für die hyperbolischen Modular-Functionen gilt dasselbe Gesetz, 
da man, um die charakteristischen Gleichungen für sie zu finden, in den 
vorhin gefundenen Gleichungen nur v? für © und wz für w, also wi für u 
zu setzen braucht. 


(Die Fortsetzung folgt im nächsten Hefte. ) 
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11. 


Einiges in Bezug auf den im II. Bande d. J. N0.63. 
S. 291. aufgestellten Lehrsatz. 


(Von Hrn. Dr. F. Heinen.) 





1. Sina an zwei beliebige Puncte A,„, A,„+ı die beliebigen (positiven) 
Zahlen a,,, @,;. angeschrieben, und theilt man die Verbindungslinie A, A,.4ı 
im umgekehrten Verhältnisse dieser Zahlen, so möge der von A, um a„.,ı 
entfernt liegende Theilungspunct S;,,;, der Schwerpunct der Zahlpuncte 
A; Anyı für die Zahlen a,, @,„+ı heilsen. Ist überhaupt irgend eine An- 
zahl n von Zahlpuncten A,, A,, A;,....A,, welche mit den beliebigen 
Zahlen @,, &, @;, .... a, bezeichnet sind, im Raume gegeben, und ordnet 
man die Puncte in irgend einer Weise, z. B. nach der Ordnung der gewählten 
Bezeichnung, bestimmt alsdann für die beiden ersten Zahlpuncte A,, A, den 
Schwerpunct 8, und bezeichnet ihn mit der Summe 4 -+a, = s,, bestimmt 
ferner den Schwerpunet 8; von 8, und A,, und bezeichnet ihn mit der 
Summe 5,+4,= s, und führt so fort, bis man zuletzt einen Punct S, er= 
hält, welcher mit der Summe sämmtlicher Zahlen s, zu bezeichnen wäre, 
so möge der Punct 8, der Schwerpunct des Systems der Zahlpuncte A,, 
A;, .... A, für die Zahlen a,, @,, -... 4, heilsen, und es ist bekannt, dals, 
in welcher Art auch die Puncte ursprünglich geordnet sein mögen, man 
immer denselben Punct $S, erhält. 


2. Verbindet man irgend zwei Zahlpuncte A„, A„,, welche mit 
den beliebigen Zahlen @,, @,+ı bezeichnet sind, durch eine Gerade A, A,xı 
und zieht man von einem beliebigen Puncte P nach A„, A,;ı und nach 
ihrem Schwerpuncte S,+, die Geraden PA,„, PA„z> PS„4, so hat 
man stets 


A2 2 0 2 Am+1+ Am 2 
I. 17 FR ’ PA4 rn + An+1 ’ PA,zı — (A + An+ı) pP m-F1 + Am + Ami . 4A. Arzı 5 





Denn in dem Dreiecke PS, A ist 
PA, = PS.+ Sn 4, —2PSar: Smyı Am 608 (PS „4 An); 
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oder 
| PA, = 
5 Dam 
PSy+H + 3 er . A, An4— == au ® An Antı B PS + .c0S (PS 4 A) ® 
Eben so ergiebt sich aus dem Dreiecke PS. A411, dals 
PA,n = ag 
2 Am 
PS’;ı.+ Far Fr ‚A. Ant — Amt Am Anti: PS. cos (PS, Amzı) 


ist. Beachtet man nun, dafs cos (PS, A„) = — 008 (PS „+ A.) ist, mul- 
tiplicirt die erste dieser Gleichungen mit a,, die letzte mit @,„;. und ad- 
dirt sie alsdann, so erhält man die zu beweisende Relation. 


3. Ist im Raume irgend eine Anzahl 2 von beliebigen Zahlpuncten 
A,, A,, A;,.... A, gegeben, welche mit den beliebigen Zahlen «,, @,, &;, »»- 
... 4, bezeichnet sind, und ordnet man die Puncte auf beliebige Weise, z. B. 
in der Ordnung der gewählten Bezeichnung, zieht alsdann aus dem erst: 
nach dem zweiten die Gerade A, A,, bezeichnet den Schwerpunct 8, ir 
Zablpuncte A,, A, mit der Summe a +@,= s, zieht von 8, nach 
dem dritten Zahlpuncte A, die Gerade 8, A,, bezeichnet den Schwerpunct 
S, von 8,, A, mit der Summe ,-+a,=s,, und fährt so fort, bis man 


zuletzt eine Linie S, , 4, und auf ihr den Schwerpunct des Systems S, 
erhält, multiplicirt hierauf die Quadrate der Geraden A,A,., 8,A, 








. . .. a .a +09 
S,A;, :- + 8,1 4, der Reihe nach mit den Brüchen ne =, 
2 3 
A,»$ An» Sn ; 
ns .... ge un J so hat die Summe 
4 n 
3 ı 4,43 + 2 8,434 _: .S, A? Hi. ER .S,_, A? 











Sn 4 er 
stets dieselbe u in welcher Ordnung man auch die Zahlpuncte ur- 
sprünglich hat auf einander folgen lassen; und zwar ist sie gleich der 
Summe der Producte der Zahlen, mit welchen die einzelnen Puncte be- 
zeichnet sind, in die Quadrate der Entfernungen derselben vom Schwer- 
puncte des Systems. 


Zieht man nämlich von einem beliebigen Puncte P nach den Zalıl- 
puncten A,, A,, .... A, und nach 8), 8,, .... 8, die Geraden PA, 
PA,, .... P4,, PS,, PS,,.... PS,, so leitet man aus dem vorher- 
Zee Satze unmittelbar folgende Gleichungen ab: 
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a,.PA+a,.PA = 5.PS2+ Zı 4,43, 


$3 





,.PS2+a,.P4 = s,.PS: +: S,4:, 


Sg 


. . * u ® s . © ” a . ® . « . ” » © 


An—1 +» Sn 
PS +. PA = 5. PS+ s = 8,4: 
Sn 


n—1 53 
—1 








An e Sn— 
„Pi A a m A, ‚PA: —— $, ‚PS: + u. - SA; 
rm 


Werden diese Gleichungen addirt, so erhält man, indem man bemerkt, 
dals jedesmal das erste Glied auf der rechten Seite in einer Gleichung 
gleich ist dem ersten auf der linken in der folgenden, 


I. a .PA!+a,.P4:-+....a,.P4: 
= 2,42 +22 8,4 4... 08,445. PS. 


2 3 Sn 





Lassen wir nun den willkührlich angenommenen Punct P mit dem Schwer- 
puncte des Systemes 8, zusammenfallen, so ist PS, = 0 und wir erhalten 
durch Vertauschung von P mit $S,, 


Il. a,.98,4:+4,.8,A4? + ....4,.8,.4} 
— Z2:9ı,4 42-4 ae 8,4 SA 


S} s 





wie oben behauptet worden ist. 


3. Von den vielen Folgerungen, welche sich aus den vorhin auf- 
gestellten Formeln leicht ziehen lassen, wollen wir nur folgende anführen. 

„Beschreibt man aus dem Schwerpuncte eines Systemes von be- 
„‚liebig im Raume gegebenen Zahlpuncten mit beliebigem Halbmesser eine 
„Kugel, zieht alsdann von einem beliebigen Puncte der Kugelfläche nach 
„den gegebenen Puncten gerade Linien, und multiplieirt die Quadrate dersel- 
„ben mit den den Puncten zugehörigen Zahlen, so bleibt die Summe die- 


„ser Producte immer dieselbe, wie man auch den Punct auf der Kugel- 
„fläche annehmen möge.” 


Der Beweis dieser Verallgemeinerung des bekannten Apollonischen 
Satzes ergiebt sich unmittelbar aus (II.) und (IIE.), indem man aus die- 
sen Gleichungen erhält: 


IV. a.P4A4?+a,.P4A?!-+....a,.PA, 
= a. A +a,. 8,4 -4..0, 8, + PS. 
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Der Ausdruck auf der linken Seite bleibt offenbar so lange constant, 
als PS, eine unveränderliche Grölse behält. 

Bemerken wir, dafs die Co@fhicienten @, @, .... @,, 5, alle positiv 
sind, so lesen wir in der vorigen Gleichung noch folgenden Lehrsatz: 

„Zieht man von dem Schwerpuncte eines Systems von Zahlpuncten 
„nach den einzelnen Puncten gerade Linien und multiplieirt die Quadrate 
„dieser Geraden mit den zugehörigen Zahlen, so ist die Summe dieser 
„Producte kleiner als die Summe ähnlich gebildeter Producte für jeden 
„beliebigen andern Punct, der nicht mit dem Schwerpuncte zusammenfällt.” 

Es ist übrigens dieser Satz nur ein specieller Fall eines allgemeinen 
und umfassenden Satzes, welcher sich in dem Programme des Clever Gym- 
nasiums von 1834 aufgestellt findet. 

„Bezeichnet man für ein System von Zahlpuncten die Summe der 
„Producte der zugehörigen Zahlen in die Quadrate der Entfernungen ei- 
„nes beliebigen Punctes P von den gegebenen Puncten mit E, und die 
„Summe der Producte derselben Zahlen, zu zwei genommen, in die Qua- 
„drate der Abstände der entsprechenden Puncte von einander mit Q, so 
„hat man für die Entfernung des Schwerpunctes des Systems S,, von je- 


„nem Puncte P stets: 
1 
PS, vn ,/m E09), 
„in welcher Gleichung s, wieder, wie oben, die Summe der den Zabl- 


„puncten zugehörigen Zahlen bezeichnet.” 

Nimmt man nämlich den willkührlichen Punct P allmählig in den 
verschiedenen Puncten des Systems an und vertauscht demgemäls in der 
Gleichung (IV.) P nach und nach mit A,, 4,, 4;, .... A,, so erhält 
man, da die Linien A,A,, A, 4A,;, .... 4,4, sämmtlich =0O sind, die 
n Gleichungen: 

4,.4, 4? + a,,4,4} +. ...a,.4,4? 
= a4.8,4?+0.8,A} + ....4,.8,42 + 5,.4,8%, 


a.4,4?+ u,.4,43 + ....a,.4,4? 
a.8,4+089, 44 :...0.8,44+5..A,;R?, 


a,.4,4?+ 0.4,4? + ....4,,.4,4%, 
= 4.S,4:+4.8,4?+....0.89,42+5,.4,8:. 


Multiplicirt man nun die erste Gleichung mit «,, die zweite mit @,, «++.» 
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die nte mit a, und addirt sämmtliche Gleichungen, indem man bemerkt, 


dals @,_1-.4, An An = AmAmeı: Am An ist, so erhält man ‚ wenn man 
durch 2 auf beiden Seiten dividirt, 


V. 4.9.4,42+4.0.4,43 +... 0.4.A,Al+4....a,.0,.4,4? +.... 
+0,10: 4A,,A2 =, [a,.8,A} +4. 8,44... 4,.8,4}] , 
oder nach (IV.) 
—= s,[a,.P4} +a;,.P4} +...a,.P4?—s,.PS2], 
mithin, der angezeigten Bezeichnung gemäls: 
0 = s,[E— 5... PS] r 
folglich 
VL PS, = — v6.E—0). 


Mittelst dieser Formel läfst sich also die Entfernung des Schwer- 
punctes von einem willkührlich angenommenen Puncte blofs durch die 
gegenseitige Lage der gegebenen Puncte und ihre zugehörigen Zahlen be- 
stimmen. Durch seine Entfernungen von drei Puncten ist seine Lage be- 
kanntlich völlig bestimmt und es verschwinden alle fremdartigen Stücke 
aus der obern Gleichung, wenn man für dieselben drei Puncte des Sy- 
stems annimmt. Analytische Beweise dieser Formel haben Zagrange in der 
Theorie des fonctions. pag. 352. und in der Mec. analytique. T. I. Sect. III. 
N0.20., so wie Laplace in der Mee. celeste. II. Chap. III. N0.15. zu dem 
gedachten Zwecke gegeben. Es lälst sich aber dieselbe Formel auch zur 
unmittelbaren Berechnung der Mittelkraft eines Systems von Kräften an- 
wenden, welche sich in einem Puncte schneiden und der Gröfse und Rich- 
tung nach durch gerade Linien dargestellt sind, indem diese stets gleich 
ist der Entfernung des Schwerpunctes der Endpuncte dieser Linien von 
dem gemeinschaftlichen Angriflspuncte, multiplieirt mit der Anzahl der Kräfte, 
Dieser und andere bezügliche Sätze finden sich ebenfalls in dem oben ge- 
dachten Programme. 


4. Betrachten wir den besondern Fall, in welchem alle Coefhicien- 
ten @,, Ar; Ayy....a,—=15sind, so verwandelt sich die Gleichung (Ill.) in: 


S,4?+8,4:4....8,4: = 14,4 +38,4: + BT 00 2 





und enthält mithin den Beweis des im Il. Bd. d. J. No. 63. aufgestellten 
Lehrsatzes. 
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Wir können unter derselben Voraussetzung eine Reihe geometri- 
scher Sätze aus den obigen Formeln herleiten; z. B, folgende: 


„Io jedem Tetraeder ist: 1. Die Summe der Quadrate zweier 
gegenüberstehenden Kanten, nebst dem Vierfachen derjenigen Geraden, 
welche ihre Mitten verbindet, gleich der Summe der Quadrate der 
übrigen Kanten. 2. Die Summe der Quadrate der drei Geraden, 
welche die Mitten der gegenüberstehenden Kanten verbinden, oder 
der Entfernungen des Schwerpunctes von den vier Spitzen, ist gleich 
dem vierten Theil der Summe der Quadrate der sechs Kanten.” 


Ferner: 
„In jedem Parallelepiped ist die Summe der Quadrate der vier 


Diagonalen gleich der Summe der Quadrate der zwölf Kanten, ” 
Und ähnliche. 


Wir wollen indessen hierauf nicht weiter eingehen; dagegen einen 
andern, soviel wir wissen, neuen Lehrsatz hier anknüpfen, indem er als ein 
zweckmälsiges Beispiel dienen dürfte, um den Gebrauch der obigen For- 
meln zu zeigen. 


„Begegnen drei Geraden, welche sich in einem Puncte P unter 
„rechten Winkeln schneiden, einer Kugel, deren Mittelpunct EC sei, und 
„verbindet man, indem man das System dieser Geraden um den ge- 
„meinschaftlichen Durchschnittspunct P sich drehen lälst, in jeder seiner 
„Lagen, je drei der Durchschnittspuncte mit der Kugel durch Sehnen zu 
„ Dreiecken, so ist der geometrische Ort für die Schwerpuncte dieser Drei- 
„ecke eine Kugel, deren Mittelpunet auf der festen Geraden PC und 
„zwar von C aus in einer Entfernung liegt, welche gleich 3 PC ist. Eben so 
„ist der geometrische Ort der Schwerpuncte der Pyramiden, deren Grund- 
„flächen jene Dreiecke sind, und deren Spitzen in dem Puncte P liegen, 
„eine Kugel, deren Mittelpuncet auf PC in einer Entfernung von Ü aus 
„liegt, welche gleich 3PC ist. Der Halbmesser der ersten Kugel ist, 
„wenn R den Halbmesser der Kugel C bedeutet, gleich 3y 3 M’—2PC'), 
„der der letztern 4y(3R’—2 PC)” 


Bezeichnen wir nämlich Fig. 11. drei der Durchschnittspuncte der 
drei Geraden mit der Kugel durch D, E, F und den Schwerpunct des durch 
sie bestimmten Dreiecks DFE mit S, so haben wir zunächst, weil die 
Dreiecke DPF, DPE, FPE bei P rechtwinklig sind, 

Crelle's Journal d. M. Bd. XVII. Hit. 2. 24 
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DF®=PD-+PF, FE=PF+PE, DE=PE'+PD, 


also 


ı. DF-+-FE+DE = XPF+-PE’ı PD). 

Zieht man nun von P nach S die Gerade PS, so ist nach Formel (V.) 

2. DF-+-FE'+DE’ = 3(PF+PE’+- PD’—3.Ps”), 
mithin, wenn man beide Gleichungen verbindet, 

3. DF+FELDE = 1S5PS’”, 
Man erhält aber auch, wenn man die Halbmesser CF, CE, CD und nach 
S die Linie CS zieht, nach derselben Formel: 
4. DE’+-FE + DE =3(68R—3.08° = YVR’— 08°), 
also aus (3.) und (4.): 
2PS’ = R— CS’ oder 5. 2PSP?’+C”=R. 
Denken wir uns nun den Punct P mit der Zahl 2 und den Punct EC mit 
der Zahl 1 bezeichnet, und ziehen von dem Puncte S nach dem Schwer- 
puncte 7 dieser Zahlpuncte, welcher also um 2PC von Ü aus auf PC 
liegt, die Gerade ST, so ist nach Formel (I.) 
2.PS’+CS? = 3PC?’+3.ST’, 

mithin, gemäfs der Gleichung (5.), 

3ssSE?+3PÜ’=R cdr SF=1ı1y3R—2PC?). 

Um den zweiten Theil unseres Satzes zu beweisen, könnten wir 
wieder direet verfahren; wir gelangen aber auf folgende Weise kürzer 
zum Ziele. 


Es sei 5’ der Schwerpunct der Pyramide PDET, welcher be- 
kanntlich auf der Linie PS liegt, und durch $', in der Ebene SPC, die 
PT'_ st’ _Ps' 
Pi Br = 
PT=3PT=1PCode CT’=$CP, ndST’=3ST=}4y dR—2CP°) 

Liegt der Punct P auf der Kugelfläche, so it CP =R, also 


ST = = und ST’=4R. Eine interessante Beziehung. 


Linie S’7T’ parallel mit ST gezogen, so ist =}; also 





Nehmen wir an, die drei Geraden berührten die Kugel, so ist 
PE=PF=PD, also PC’?=3PE?’=3(PC?— R’), oder 2?PÜ’=3R’; 
mithin ist sowohl ST als ST’=0, ferner CT=3PC=3Ry3=Ry}3 
und CT’=3PC=}Ry3%. Es liegen also die Schwerpuncte 8, S’ in 
diesem Falle immer auf der Linie PC in den für CT, CT’ angegebenen 
Entfernungen von ©. 
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It PU>RY3%, so wird der obige Werth von ST imaginair, und 
wir sehen also, dag PÜ= Ry3 die gröfste Entfernung ist, in welcher 
der gemeinschaftliche Durchschnittspunet dreier unter sich rechtwinkliger 
Geraden liegen kann, wenn sie sämmtlich der Kugel Ü begegnen sollen. 


Schliefslich möge noch ein analytischer Beweis des obigen Satzes, 
da er nicht weniger einfach sein dürfte, hier eine Stelle finden. 


Nehmen wir nämlich den Anfangspunct rechtwinkliger Coordinaten 
im Puncte P und die drei sich rechtwinklig in 2 durchschneidenden Ge- 
raden PD, PE, PF' als Axen der z, y, z an, und bezeichnen die Coor- 
dinaten des Mittelpunctes der Kugel durch «, ß, y, so haben wir, welche 
immer auch die Lage der Axen gegen PC sein möge, für die Gleichung 


der Kugel: 

@— ea’ +(y—P’+@-vVY=R; 
also für die Coordinaten der Durchschnittspuncte der Kugel mit den drei 
Axen, in jeder Lage derselben: 


z=utrYy(R-HY) y=09, :=0; 
y=pPt+vV(R—-(W+Y), =0, z=(0; 
z=ytYy(R—- HP) y=0, :=0. 


Bezeichnen nun A, Y, Z die Coordinaten des Schwerpunctes S eines der 
durch drei dieser Durchschnittspuncte bestimmten Dreiecks, so ist be- 
kanntlich hiernach 

X = 4lazy(K—(+HYD)]; 
Yr=4ı[Ptvr(R—@+YW)]; 


IN 


Z = War PHP) 
Die Coordinaten des ersten Drittels 7’ der Linien PC, von P aus, sind 
aber = = am z. Setzt man nun diese Werthe der Coor- 


dinaten der Puncte S und T in die allgemeine Formel 
D = ST’ = Ka) + (Yy+(Zo3), 
so findet man sogleich 
ST’=} Be +Y)) +3 HR —-@+Y) +3 — (+ P}) 
4 (BR — (0° +Pß p ar > 


oder, da «’ RB + PC; 
ST’ = 1GR—2PCH, 


also 


ST = ıYBR—2PC’),. 
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Eben so ergiebt sich, wenn man bemerkt, dafs man für die Coordinaten 
X‘, Y', Z‘ des Schwerpunctes S’ einer der in Rede stehenden Pyrami- 
den die Ausdrücke 


X = 4[o+y(R—(f?-+Y9))], 
Y' = 1[PtV(R’—(@+-Y’))]; 
Z = 4 ytY(R’— (a +P9))] 


hat und dals die Coordinaten des ersten Viertels 7” auf PC, von P aus, 
z=la, y=4Pß, ==1y sind, für S’7T”, durch Substitution in die- 
selbe Formel: 

ST’=18SR—2a+ß+Y) ode ST’=1y3R—2PO), 
Da in den Werthen von ST und S’T" nichts vorkommt, was auf die Lage 
der Axen Bezug haben könnte, so ist unser Satz bewiesen. 


Cleve, im August 1835. 
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12. 

Auflösung der 10. Aufgabe im Anhange zum 1. Bande 
des Steinerschen Werkes „Systematische Entwicklung 
der Ahhängigkeit ete.” 

(Vom Herrn A. Kramer, Stud, pbilos. zu Berlin.) 





# Zwei beliebige projeclivische Geraden A, A,, in einer Ebene so zu le- 
gen, dafs sie einen Kreis erzeugen ($. 40. 1.)’ 

Es seien A und A, (Fig. 12.) zwei Tangenten eines Kreises und e 
und f, die Berührungspuncte. Nach $.37. des Steiner’schen Werkes sind 
die genannten Geraden in Bezug auf die Puncte a und a,, b und b,, d 
und d,...., in welchen sie von andern Tangenten des Kreises «, b, d, .... 
geschnitten werden, projectivisch, und namentlich sind in ihrem Durch- 
schnitte die den Berührungspuncten e und f, entsprechenden Puncte e, 
und f vereinigt. Die beziehlich mit A,, A parallelen Taugenten r,g sind 
die sogenanuten Parallelstrahlen dieser Graden. Die Durchschnitte dersel- 
ben r,g liegen so, dals die Linie ry, durch den Mittelpunct M des Krei- 
ses geht und die Abschnitte fr, ng, einander gleich sind. Ferner liegen 
in A, A, die Berührungspuncte e, f und die Puncte r, 4 beziehlich auf 
einerlei Seite der vereinigten Puncte f, e,, und zwar befinden sich e, f be 
ziehlich zwischen f, e, und tr, dı. 

Die bisher an Fig. 12. beobachteten Eigenschaften, sowohl der Gra= 
den A, A, selbst als ihrer Lage, müssen offenbar stattfinden, so oft zwei 
projectivische Geraden so gelegt worden sind, dals sie einen Kreis erzeu- 
gen; jene Eigenschaften lassen sich daher umgekehrt als die Bedingungen 
auffassen, unter welchen allein es möglich ist, zwei projectivische Geraden 
auf die verlangte Weise zu legen. Es ist nun im Voraus zu bemerken, 
dafs projectivisch ähnliche oder gleiche Geraden aus der gegenwärtigen Un- 
tersuchung wegfallen, weilsie ($. 40. a. a. 0.) stets nur Parabeln erzeugen 
können. Daher ist im Folgenden der Ausdruck ‚‚beliebige projectivische 
Geraden” nur mit der Einschränkung zu verstehen, dafs die Geraden we» 
der projectivisch ähnlich noch gleich sein dürfen. Wie nun aber, wenn 
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in zwei Graden die projeetivische Beziehung durch drei Paare entsprechender 
Puncte, a, b, d und a,, b,, d,, bestimmt ist, die Durchschschuitte r, A 
der Parallelstrahlen und die sämmtlichen übrigen entsprechenden Puncten- 
paare aufgefunden werden können, ist in $. 24. 1II., a. a. ©. erörtert. 

Die zwei Puncte f, e, zweier beliebiger projectivischen Geraden A, 
A,, welche in dem Durchschnitte der letztern zu vereinigen sind, damit 
ein Kreis erzeugt werde, unterliegen nach dem Obigen einer doppelten 
Bedingung. Um nun sämmtliche Punctenpaare f, e,.... in A, A, zu fin- 
den, welche dieser Bedingung vollständig genügen, denke man sich die 
(eraden aufeinander gelegt, und zwar so, dafs die Puncte r, 4, zusam- 
mentreffen. Liegen (Fig. 13.) A, A, gleichliegend aufeinander ($. 16. a. a. O.) 
so trelfen keine solche Punetenpaare zusammen, nach deren Vereinigung 
im Durchschnitte der genaunten Geraden diese einen Kreis erzeugen kön- 
nen, da jedem zusammenliegenden Punctenpaare f, d, ein jenseits r, q, 
liegendes Paar d, f, entspricht. Sind A, A, ungleichliegend aufeinander- 
gebracht (Fig. 14.), so fallen, zu verschiedenen Seiten und in gleichen Ab- 
stiinden von r, 4,, zwei entsprechende Punctenpaare 9, 9, und h, h, zu- 
sammen ($.15.].a.4.0.). Von den in der Strecke 9b (9,5) zusammen- 
liegenden Punctenpaaren, z.B. c, b,, darf deshalb keines im Durchschnitte 
der Geraden vereinigt werden, weil ihre entsprechenden b, «, und die 
Puncte r, 9, nicht auf einerlei Seite jener Punete c, b liegen. Dagegen 
wird zu beiden Seiten der Strecke gb (g,, b,) jedes zusammenliegende 
Punctenpaar f, 0,5 b, , ws. w. der Forderung Genüge thun. 

Hat man nun eines der genannten Punctenpaare, etwa f, e,, im 
Durchschnitte der Geraden A, A, vereinigt (Fig. 12.), so ist noch übrig, den 
Winkel zu bestimmen, unter welchem dieselben zu einander geneigt sein 
müssen, damit sie einen Kreis erzeugen. Dafs derselbe nicht willkührlich 
sei, sieht man daraus, dafs das begrenzte Stück a a, irgend eines Projections- 
strahles « der Summe der Abstände ae und a, f, gleich sein muls; oder 
auch daraus, dafs die zwei aus der Mitte M von rq, nach den Berührungs- 
puncten e, fı gezogenen Linien Me, Mf, beziehlich auf A, A, senkrecht 
stehn müssen. Letztere Eigenschaft beruht darauf, dals, wenn A, A, ei- 
nen Kreis erzeugen, M der Mittelpunet des Kreises ist, und ferner auf 
der Eigenthümlichkeit des Kreises, dals der nach dem Berührungspuncte 
einer Tangente gezogene Radius senkrecht auf der letztern steht. Da nun 
das constante Rechteck er.e,q, oder ar. =rM,; ist ($. 12. und $. 37. 
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a. a. O.), so hat man A, A, so gegeneinander zu neigen, dals der Ab- 
stand der Puncte r, q, von einander gleich ist der doppelten mittleren 
Proportionalen zwischen den Seiten des constanten Rechtecks ar.a,4ı> 
also =?2ı9 oder =?Rırh; und zwar ist dieser Abstand rq,, falls A, A, 
einen Kreis erzeugen, derselbe, man mag von den oben näher bezeichne- 
ten Punctenpaaren f, e,;5 b, 5; u. Ss. w. im Durchschnitte der Geraden ver- 
einigen, welches man will. 

Vereinigt man ein in der Lage, wie sie Fig. 14. darstellt, näher als 
f, c, an 9; 9ı, folglich auch an r, q, liegendes Punctenpaar a, i, im Durch- 
schnitte von A, A,, so wächst der Winkel, welchen die genannten Gera- 
den bilden. Denn nach dem Vorigen muls auch jetzt v1, =?rg sein; 
und die Schenkel ar, i,gı des nunmehr entstehenden gleichschenkligen 
Dreiecks arg, sind kleiner als die Schenkel fr, eq, des gleichschenkligen 
Dreiecks frq,, während die Grundlinie rq, in beiden Dreiecken dieselbe 
ist. Zugleich nimmt aber der Radius des Kreises ab. Denn es ist 

frfia = ara = ıM, 

und hieraus 


fefmterfign = al. dı + ir-a,; 
aber offenbar 


er. hh<ir.mds 
sonach 
fe.fi >ai.adı« 

Nun sind aber die Ausdrücke Y(fe.fi1)(=y(fe.er)) und Yai.a,g,) 
(= (ai.ir)) beziehlich gleich den Radien derjenigen Kreise, welche er- 
zeugt werden können, wenn man die Puncte f, e, und a, i, im Durch- 
schnitte von A, A, vereinigt; folglich ist der Radius des letztern Kreises 
kleiner als der des ersteren. 

Vereinigt man die Puncte 9 und 9, (oder h und b,) im Durchschnitte, 
während zugleich der Abstand rg seine Größse =?rg behält, so fällt 
der Durchschnitt 9, 9, mit dem Mittelpuncte M von rq,, welcher zugleich 
Mittelpunct des erzeugten Kreises ist, zusammen. Der Winkel der Gera- 
den A, A, ist =, d. h. die Geraden fallen gleichliegend aufeinander. 
Der Radius des Kreises ist gleich Null, weil die im Durchschnitt zusam- 
menliegenden Puncte 9, 9ı , zugleich die Berührungspuncte von A, A, mit 
dem Kreise sind. Alle übrigen Tangenten an denselben, aa,, bb,, Ads 
u.s. w. gehen durch den Punct 99, oder M. 
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Denkt man sich den Durchschnitt von A, A,, welcher sich fort- 
während in der auf rg, (Fig. 12.) im Halbirungspuncte M senkrechten Gera- 
den S befindet, ins Unendliche fortgerückt: d. h. vereinigt man die unend- 
lich entfernten Puncte q, r, der Geraden A, A, in ihrem Durchschnitte, so 
sind die letzteren parallel, aber ungleichliegend. Die Berührungspuncte 
sind in diesem Falle r, q,, und rq,, welche in r und g, senkrecht auf A, 
A, steht, ist der Durchmesser des Kreises. 

Das Bisherige lüäßst sich zum Schlusse folgendermaalsen zusam- 
menfassen: 

Legt man zwei beliebige projectivische Geraden A, A, so, dafs 
die Durchschnitte x, a, der Parallelstrahlen um 2rg(=?rh) von einan- 
der abstehen und dafs im Durchschnilte der Geraden irgend zwei Puncte 
f, e, vereinigt sind, welche, beziehlich von ı, 4, an gerechnet, über 9, (,, 
oder bh, b, hinaus und um gleiche Abstände vf, c,9, von r, q, entfernt 
liegen: so befinden sich A, A, in der durch die Aufgabe verlangten Lage. 
L.äfst man nunmehr die Geraden sich um die als fest gedachten Puncte 
v, qı drehen, in der Weise, dafs ihr Durchschnitt in der auf vg, im Hal- 
birungspuncte M senkrechten Geraden S fortrückt: so sind dieselben, nebst 
allen öhren Projectionsstrahlen, die sämmtlichen Tangenten eines verän- 
derlichen Kreises, dessen Mittelpunct stets M ist, dessen Radius aber sich 
im directen Verhältnisse mil dem Sinus des Winkels ändert, welchen eine 
der Geraden, etwa A, mit der festen Linie ra, bildet. 
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| 13. 
Ueber die Zusammensetzung unendlich kleiner 
Drehungen. 
(Vom Hrn, Prof, A. F. Möbius zu Leipzig.) 





Der vorliegende Aufsatz über die Zusammensetzung unendlich kleiner Dre« 
hungen ist eine weitere Ausführung Dessen, was ich in dem unlängst von 
mir herausgegebenen Lehrbuche der Statik ($. 183) über diesen Gegenstand 
gesagt habe. Es wird daselbst zuerst auf die bisher gewöhnliche analy- 
tische Art der schon seit lange bekannte Satz *) bewiesen, dals unend- 
lich kleine Drehungen um Axen, welche sich in einem Puncte schneiden, 
nach demselben Gesetz, wie Kräfte, zu einer mittleren Drehung sich ver- 
einigen lassen. Hieraus wird mit leichter Mühe weiter geschlossen, dafs auch 
in allen übrigen Fällen die Zusammensetzung und Zerlegung der Drehungen 
ganz auf dieselbe Art wie bei Kräften bewerkstelligt werden kann, Zu- 
letzt wird noch auf die durchgreifende reciproke Beziehung zwischen Kräf- 
ten und Drehungen aufmerksam gemacht und gezeigt, wie auch die Lehre 
von den statischen Momenten der Kräfte und damit alle die bisher gefun- 
denen merkwürdigen Sätze dieser Theorie auf Drehungen vollkommene 
Anwendung finden, 

Die hier gegebene Darstellung dieser Gegenstände unterscheidet sich 
von der dortigen, aulser durch gröfsere Ausführlichkeit, hinzugefügte Bei- 
spiele und einige daraus gefolgerte geometrische Sätze, hauptsächlich da« 
durch, dafs, während ich dort analytisch zu Werke ging, ich mich hier 
der Construction bedient habe. Es veranlafste mich hierzu die Erwägung, 
dafs für einen Gegenstand, der ganz in das Gebiet der Geometrie, und 
noch dazu des elementaren Theils derselben gehört, eine reine geometri- 
sche Behandlung die zweckmälsigste ist. Ist es mir auf diesem Wege 
gelungen, den Gegenstand einfacher als sonst zu entwickeln, so rührt dies 
besonders noch daher, dals ich die Theorie der Drehungen mit der Be- 





*) Nach Ide (System der reinen und angew. Mechanik fester Körper; Vorrede, Seite xıv.) 


schreibt sich die Erfindung dieses Satzes aus Italien her, — 
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trachtung zweier einander gleichen aber entgegengesetzten Drehungen um 
parallele Axen eingeleitet habe — eben so, wie auch die Lehre von der 
Zusammensetzung der Krüfte durch Vorausschickung der Theorie der so- 
genannten Kräftepaare in hohem Grade vereinfacht wird, *) 


1. 


Die einfachsten Bewegungen, welche ein Körper annehmen kann, 
und aus denen alle übrigen sich als zusammengesetzt betrachten lassen, 
sind die drehende Bewegung um eine in Ruhe bleibende Axe und das 
parallele Fortrücken, oder auch nur die drehende Bewegung allein, da man 
das parallele Fortrücken als eine Drehung um eine unendlich entfernte Axe 
ansehen kann. Sind demnach zwei verschiedene Lagen eines Körpers 
gegeben, so muls es immer möglich sein, ihn durch Drehungen um ge 
wisse Axen aus der einen Lage in die andere zu bringen, 

Es lälst sich nun leicht zeigen, dals zwei Drehungen hierzu immer 
hinreichend sind. Seien nämlich 4, B, C (Fig. 15.) irgend drei, nicht in 
einer Geraden liegende Puncte des Körpers in der einen Lage und A', B’, 
C', die Oerter dieser Puncte bei der andern Lage des Körpers, also ABC 
und A’ B’C’ zwei einander gleiche und ähnliche Dreiecke. Da die Lage 
eines Körpers durch die Oerter vollkommen bestimmt ist, welche drei 
seiner Puncte einnehmen, die nicht in einer Geraden liegen, so wird der 
Körper aus der einen Lage in die andere gebracht sein, wenn man das 
eine der beiden Dreiecke ABC und A’B’C’ mit dem andern zur Drehung 
gebracht hat. Mau halbire zu dem Ende die Linie AA’ durch eine sie 
normal schneidende Ebene a, und man wird A mit A’ durch Drehung 
des Körpers um irgend eine in @ enthaltene Axe zur Coincidenz brin- 
gen können. Eben so wird B mit B’ zusammentreffen, wenn man den 
Körper um eine beliebige Axe dreht, welche in der die Linie BB’ 
rechtwinklig halbirenden Ebene 5 begriffen ist. Dreht man folglich den 
Körper um die gemeinschaftliche Durchschnoittslinie (ad) der Ebenen a 
und D, als Axe, so wird sowohl A nach A’, als B nach B’ kommen, und 
zwar gleichzeitig. 

Um das gleichzeitige Zusammentreffen darzuthun, nehme man in 
der Linie (ab) beliebig zwei Puncte M und N an. Da M, N Puncte 





un 


*) Vergl. den VII. Band. dieses Journals, Seite 205. 
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der Ebene a sind, so ist MA=MA', NA=NA', und da M,N au 
gleich Puncte der Ebene d.sind, so ist MB= MB’, NB=NB' Da nun 
auch AB=4'B‘, so sind die zwei Pyramiden MNAB und MNAB' 
einander gleich und ähnlich und können folglich durch Drehung der einen 
um die gemeinschaftliche Kante MN, d. i. um (ab), zur Coincidenz ge- 
bracht worden, wobei, wie zu beweisen verlangt wurde, AB und A’B’ 
zusammenfallen. 

Um endlich noch CE auf C’ zu brivgen, hat man nur den Körper 
um die jetzt zusammenfallenden AB und A‘B', als Axe, zu drehen. 


$. u 


Zusätze. a) Ein specieller Fall, bei welchem der erste Theil 
der oben beschriebenen Operation nicht anwendbar ist, ist der, wenn die 
Ebene 5 mit der Ebene « zusammenfällt. Alsdann sind AA’ und BB’ 
auf derselben Ebene a perpendiculair, folglich diese Linien sowohl, als 
die Linien AB und A’B’ in einer einzigen Ebene enthalten; der Durch- 
schnitt von AB mit A‘D’, welcher D (Fig. 16.) heifse, fällt in die Ebene 
a, und es ist DA=DA4', so wie DB=DB' Hier hat man also, um 
AB auf A’B’ zu bringen, den Körper um eine in D auf der Ebene ABA’B’ 
normal errichtete Axe zu drehen, Die Coincidenz von Ü mit C' wird 
hierauf wie vorhin bewerkstelligt. 

d) Nimmt man in dem oben besprochenen Falle, wo die Ebenen 
a und 5 eine und dieselben sind, in dieser Ebene irgendwo zwei Puncte 
M und N, welche mit D nicht in einer Geraden liegen, so sind MNAB 
und MNA'B‘ zwei einander gleiche und ähnliche und zugleich symme- 
trisch liegende Pyramiden. (Liegen die Puncte M und N der Ebene a 
mit D in einer Geraden, so sind MNAB und MNA’B' nur ebene Figu- 
ren.) Und umgekehrt; haben zwei einander gleiche und ähnliche Pyra- 
miden MNAB und MN4’B’ eine symmetrische Lage, so wird eine Ebene, 
welche die Linie AA’ rechtwinklig halbirt, auch 2. B°’ rechtwinklig hal- 
biren und die gemeinschaftliche Kante MN in sich enthalten, Wenn 
folglich die Ebene, welche A4' rechtwinklig halbirt, dieses nicht auch an 
BB’ thut, d. h, wenn die Ebenen « und 5 nicht zusammenfallen, so ist 
es nicht möglich, eine Linie MN so zu ziehen, dals zwei einander gleiche 
und ähnliche und zugleich symmetrische Pyramiden MNAB und MNA’B' 
entstehen. 


25 * 
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Es soll diese Bemerkung zur Ergänzung des in $. 1. geführten Be- 
weises dienen. Unter der dort stillschweigend gemachten Voraussetzung, 
dafs die Ebenen @ und 5 von einander verschieden sind, können näm- 
lich, dem oben Gesagten zufolge, die einander gleichen und ähnlichen Py- 
ramiden MNAB und MNA’B' nicht zugleich symmetrisch sein. Sind sie 
aber dieses nicht, so ist es immer möglich, die eine durch Drehung um 
MN mit der andern zur Coincidenz zu bringen. Denn nur in dem Falle, 
wenn sie zugleich eine symmetrische Lage gegen einander haben, ist eine 
Coiucidenz auf keine Weise zu bewerkstelligen. 

c) Da die drei Puncte A, DB, C ganz willkührlich in dem Körper 
genommen werden können, wofern sie nur nicht in einer Geraden liegen, 
und da mit anderer Annahme von A, DB, Ü und den ihnen entsprechen 
den 4‘, B’, C', in der zweiten Lage des Körpers, auch die Linie MN 
und die nach der ersten Drehung zusammenfallenden Linien AB und 4’B’ 
ihre Lagen ändern, so erhellet, dals der Körper auf unendlich viele ver- 
schiedene Arten durch zwei Drehungen aus der einen Lage in die andere 
gebracht werden kann. 

d) Zuweilen reicht schon eine einzige Drehung hip, um den Kör- 
per aus der einen der beiden gegebenen Lagen in die andere zu bringen. 
Dieser Fall kann jedoch nur dann eintreten, wenn die drei Linien A4', 
BD’, CC’ einer und derselben Ebene parallel sind. Denn bei einer ein- 
zigen Drehung sind die Wege von A, B, Ü Kreisbögen, deren Ebenen auf 
der Drebungs-Axe normal und daher mit einander parallel sind. Wenn 
folglich durch eine einzige Drehung die Puncte A, B, CE nach A, B', C' 
kommen, so sind die Linien A4‘, BB’, CC’, als die Sehnen jener Kreis- 
bögen, einer auf der Drehungs- Axe normalen Ebene parallel. 

Wir wollen nun untersuchen, ob auch umgekehrt, wenn AA’, BB’, 
CC’ einer und derselben Ebene e parallel sind, die Dreiecke ABC und 
A’B’C' durch eine einzige Drehung zur Coincidenz gebracht werden kön- 
nen. Seien zu diesem Ende A, 3, 6, 4A, 35, 8° (Fig. 17.) die recht- 
winkligen Projectionen von A, B, ©, 4‘, B’, C’ auf e, so ist, weil 44’ 
mit e parallel ist, AM = A'A, und eben so BB —B'»B’. Hieraus und 
wegen der rechten Winkel bei A, A, 3, 3’, und da AB= 4'B' ist, 
folgt weiter, dals die Vierecke AABB und AWB’B’ einander gleich 
und ähnlich sind, und dafs mithin AB = ADB‘ ist. Auf gleiche Art zeigt 
sich, daß BE= BE und CA= UA ist, Es sind folglich die Dreiecke 
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ADBE und A’%B’C’ in der Ebene e einander gleich und ähnlich, und die 
Ordnung, in welcher bei ihnen die gleichnamigen Ecken aufeinander fol- 
gen, ist entweder eine und dieselbe, oder nicht. 

Im ersten Falle läfst sich das eine Dreieck durch Drehung um ei- 
nen Punct M in der Ebene e mit dem andern zur Deckung bringen. 
Dieser Punct M wird gefunden als der gemeinschaftliche Durchschnitt der 
zwei in e gezogenen, die Linien AU’ und BB‘ rechtwinklig halbirenden 
Geraden a und b, und, wenn a und b zusammenfallen‘, als der gemein- 
schaftliche Durchschnitt von AB und AB’ selbst. — Der Beweis hier- 
von wird auf analoge Art, wie vorhin bei den Körpern, geführt. — 
In demselben Faile wird folglich auch der eine Körper mit dem andern 
durch eine Drehung um eine die Ebene e in M rechtwinklig schneidende 
Axe m zur Deckung gebracht. Denn hierdurch kommen nicht allein , 
3, & gleichzeitig nach A’, 3’, GC’, sondern auch, da AA und X’ .4’ ein- 
ander gleich und der Drehungs-Axe parallel sind, A gleichzeitig nach 4’, 
und eben so B nach B’ und Ü nach C. 

Im anderen Falle, wenn die Aufeinanderfolge der Ecken in dem 
einen der beiden Dreiecke ABE und A’DB’C’ der Aufeinanderfolge der 
gleichnamigen Ecken in dem andern entgegengesetzt ist, wird zwar eben- 
falls durch eine Drehung um die Axe m die Coincidenz von AB mit AD’, 
also auch von AB mit A’B‘, aber nicht von & mit GC’ und daher auch 
nicht von Ü mit C', herbeigeführt. Da nun, wenigstens im Allgemeinen, 
die Coincidenz von AB mit AB’ auf keine andere Weise als durch eine 
Drehung um die Axe m bewerkstelligt werden kann, so ersieht man, dals 
in diesem Falle im Allgemeinen zwei Drehungen nöthig sind, um den 
Körper aus der einen der beiden gegebenen Lagen in die andere zu bringen. 

Nur dann reicht in diesem Falle eine einzige Drehung hin, wenn 
die Geraden a und b zusammenfallen, also wenn die Dreiecke ABC und 
WB’E’ symmetrisch liegen. Alsdann sind AA, BB, 6, folglich auch 
AA', BB', CC’ miteinander parallel: nicht blofs mit einer und derselben 
Ebene; und gegen die Ebene, in welcher die Mittelpuncte der drei letz- 
ten Linien liegen, haben die Dreiecke ABC und A‘B’C’ eine symmettri- 
sche Lage. Das eine dieser Dreiecke aber wird mit dem andern durch 
Drehung um die Durchschnittslinie ihrer Ebene zur Coincidenzgebracht. 
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$. 3 

Denken wir uns jetzt, dals ein Körper durch Drehungen um drei 
oder mehrere verschiedene Axen aus seiner anfänglichen Lage in eine 
beliebige andere gebracht werde. Da, wie oben gezeigt worden, jede 
Ortsveränderung eines Körpers, wo nicht durch eine, doch immer durch 
zwei Drehungen bewerkstelligt werden kann, so werden jene drei oder 
mehrere Drehungen, wo nicht mit einer, doch immer mit zweien gleich- 
geltend sein, sich auf zwei reduciren lassen, und es entsteht hiermit die 
Aufgabe: Aus den Richtungen dreier oder mehrerer Axen und aus den 
Winkeln, um welche ein Körper um sie gedreht wird, zwei Aren und 
die ihnen zugehörigen Drehungswinkel zu finden, dergestalt, dafs die 
durch letztere Drehungen bewirkte Aenderung der Lage des Körpers 
einerlei mit der durch erstere Drehungen hervorgebrachten Lage- Aende- 
rung ist. 

Die Lösung dieser Aufgabe in ihrer völligen Allgemeinheit möchte 
zu einem ziemlich verwickelten Resultate führen. Wir wollen uns daher 
gegenwärtig auf den möglichst einfachen Fall beschränken, in welchem 
die Drehungswinkel unendlich klein sind, und wo es eben deshalb nicht 
auf ihre absoluten Werthe, sondern nur auf ihre gegenseitigen Verhält- 
nisse ankommt, 

$. 4. 

Bei jeder Drehung kann man seinem eigenen Körper eine solche 

Lage geben, dals die Drehung nach einer und derselben Richtung 


,„ etwa 
von der Linken nach der Rechten gehend, erscheint, 


Man nenne hier- 
nach die positive Richtung ihrer Axe diejenige, bei welcher, wenn mit 


ihr die Richtung von den Fülsen nach dem Kopfe zusammenfällt, die Dre» 
hung nach der Rechten geht. Die Gröfse des unendlich kleinen Dre- 
hungswinkels drücke man durch einen ihm proportionalen Theil der Axe 
aus und verstehe hiernach unter der Drehung AB eine der Länge AB 
proportionale Drehung um eine Axe, deren positive Richtung vom Puncte 
A nach dem Puncte 3 geht. Und eben so, wenn es ohne weiteren Zu- 
satz heilst, dals der Körper um AB gedreht werden soll, werde durch 


AB die Richtung der Axe und die Gröfse der Drehung zugleich ausge- 
drückt angenommen. 


Sind daher 4, B, C, D, .... mehrere in einer Geraden liegende 
Puncte, so sind die Drehungen AB und BC gleichwirkend mit der ein- 
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zigen AC, die Drehungen AB, BC und CD gleichwirkend mit der ein- 
zigen AD, u. 8. w., in welcher Ordnung auch die Puncte aufeinander 
folgen mögen. | 

$. 5 

Bei der Drehung AB (Fig. 18.) beschreibt der Punct P des Körpers 
eine unendlich kleine, auf der Ebene ABP perpendiculaire Linie, welche pro= 
portional mit der Grölse der Drehung, d.i. mit AB, und mit der Entfernung 
des Punctes P von AD, also proportional mit der Dreiecksfläche PAB 
ist. Die Richtung aber, nach welcher sich P bewegt, ist einerlei mit der 
positiven Richtung einer Axe, welche einer, ihrem Sinne nach, durch die 
Aufeinanderfolge PAB angedeuteten Drehung zukommt. Ist nämlich PP’ 
der von P beschriebene Weg, und erscheint dieser, wenn AB die Rich- 
tung von den Fülsen nach dem Kopfe ist, nach rechts gehend, so wird 
auch, wenn PP’ zur Richtung von den Fülsen nach dem Kopfe genom- 
men wird, die Richtung AD, folglich auch der Sinn der Drehung PAB, 
nach rechts gehen. 

Bei mehreren Drehungen AB, CD, .... um Axen, welche in einer 
und derselben Ebene liegen, sind daher die Bewegungen eines in dersel- 
ben Ebene befindlichen Punctes P nicht blofs der Grölse, sondern auch 
dem Zeichen nach, den Dreiecken PAB, PCD, .... proportional, indem 
die bei den Drehungen AB und CD auf der Ebene normalen Wege von 
P nach einerlei oder entgegengesetzten Seiten dieser Ebene gerichtet sind, 
je nachdem die Folgen PAB und PCD von einerlei oder entgegenge- 
setztem Sinne sind, also die Dreiecke PAC und PÜD einerlei oder ver- 
schiedene Zeichen haben. 

$. 6. 

Seien A, B, C, D (Fig. 19.) die vier aufeinander folgenden Ecken 
eines Parallelogramms, und C’, D’ die Oerter, welche die anfänglich mit 
C, D zusammenfallenden Puncte des Körpers nach einer Drehung AB 
einnehmen. Eben so seien A’, B’ die Oerter der anfänglich mit A, B 
zusammenfallenden Puncte des Körpers nach einer Drehung CD. Da die 
Puncte ©’, D’ resp. den C, D unendlich nahe liegen, so bleiben sie bei 
der zweiten Drehung CD unverrückt, und die nach beiden Drehungen 
von A, B, C, D beschriebenen Wege AA‘, BB’, CC’, DD‘ sind auf der 
Ebene ABCD rechtwinklig und resp. proportional den Dreiecken ACD, 
BCD, CAB, DAB, also einander gleich: auch dem Zeichen nach; so dafs 
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durch beide Drehungen ein paralleles Fortrücken des Körpers ohne -Dre= 
hung um eine der Hälfte des Parallelogramms ABCD proportionale Linie 
bewirkt wird, 

Ueberhaupt also erzeugen zwei einander gleiche aber entgegenge- 
setzte Drehungen um zwei parallele Axen ein auf der Ebene der Arxen 
perpendiculares Fortrücken, welches dem Producte aus dem gegenseiti- 
gen Abstande der beiden Axen in den Drehungswinkel proportional ist. 


$. 7. 


Seien A, B, € drei nicht in einer Geraden liegende Punete, und 
werde der Körper nach und nach um AB, BC, CA gedreht. Ein in der 
Ebene ABC befindlicher Punct P des Körpers rückt dabei rechtwinklig 
auf der Ebene fort, um Linien, die den Dreiecken PAB, PBC, PCA pro- 
portional sind. Die Totalverrückung von P ist daher der Summe dieser 
Dreiecke, mit gehöriger Berücksichtigung ihrer Zeichen, proportional. 
Diese Summe ist aber gleich dem Dreiecke ABC, also unabhängig von 
dem Orte des Punctes P in der Ebene ABC. Mithin rückt jeder Punct 
dieser Ebene, und folglich der Körper selbst, perpendicular auf derselben, 
um eine der Dreiecksfläche ABC proportionale Grölse fort. 

Zusatz. Auf gleiche Art wird bewiesen, dals auch bei einem 
mehrseitigen ebenen Vieleck, wenn jede seiner Seiten nach der Richtung 
genommen wird, nach welcher sie von einem den Perimeter des Vielecks 
beschreibenden Punet durchlaufen wird, der um jede Seite um einen ih- 
rer Länge proportionalen Winkel gedrehte Körper perpendicular auf der 
Ebene des Vielecks um eine der Fläche des letzteren proportionale Linie 
fortrückt. 

Dieses parallele Fortrücken des Körpers findet selbst dann Statt, 
wenn das Vieleck kein ebenes ist. Denn sind z.B. A,B,C, D vier 
nicht in einer Ebene liegende Puncte, so bewirken die Drelungen AB, 
BC, CA ein auf der Ebene ABC perpendiculares Fortrücken, und die 
Drehungen AC, CD, DA ein auf der Ebene AUD perpendiculares Fort- 
rücken. Von der einen Seite reduciren sich aber diese 6 Drehungen auf 
die vier AB, BC, CD, DA, indem sich CA und AC gegen einander auf- 
heben, und von der andern erzeugen zwei verschieden gerichtete parallele 


Fortrückungen in Verbindung ein paralleies Fortrücken nach einer mitt- 
teren Richtung. 
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%. 8. 

Seien wiederum A, B, C, D die vier Ecken eines Parallelogramms, 
in ihrer Aufeinanderfolge, so sind die zwei Drehungen AB, CD gleich- 
wirkend mit den dreien AB, BC, CA, indem erstere sowohl ($. 6.), als 
letztere ($. 7.), ein dem Inhalte des Dreiecks ABC proportionales und auf 
seiner Ebene perpendiculares Fortrücken nach derseiben Seite hervorbrin- 
gen. Mithin sind auch, wenn auf beiden Seiten die Drehungen BA, CB 
hinzugefügt werden, die zwei Drehungen CB und CD gleichwirkend mit 
der einzigen CA; d.h. zwei Drehungen, deren Axen sich in einem Puncte 
schneiden, lassen sich zu einer einzigen zusammenselzen, welche, der Rich- 
tung ihrer Axe und ihrer Gröfse nach, durch die Diagonale eines Paral- 
lelogramms ausgedrückt wird, in welchem die anliegenden Seiten, ihrer 
Richtung und Gröfse nach, die ersiern Drehungen vorstellen. 

Zusatz. Aus der Zusammensetzung zweier Drehungen, deren Axen 
sich schneiden, muls sich die Zusammensetzung von Drehungen um paral- 
lele Axen, als ein specieller Fall der erstern, herleiten lassen, da parallele 
Axen auch als solche angesehen werden köonen, welche sich in unend- 
licher Entfernung schneiden. Indessen läfst sich dieser besondere Fall auch 
unmittelbar durch Anwendung des in $. 6 erhaltenen Satzes behandeln. 

Seien ABCD und FGHI Fig. 20. zwei in einer Ebene liegende 
Parallelogramme, und ihre Flächen auch den Zeichen nach einander oleich, 
so dals durch die Folgen ABC und FGH einerlei Sion der Umdrehung 
ausgedrückt wird. Alsdann haben die Drehungen AB und CD gleiche 
Wirkung mit den Drehungen FG und HI, da jedes dieser Paare von Dre- 
bungen ein auf der Ebene ihrer Axen perpendiculares, nach einerlei Seite 
gerichtetes und dem Inhalte der Parallelogramme proportionales Fortrücken 
hervorbringt. Es heben sich daher die vier Drehungen AB, CD, GF, 
IH gegen einander auf. Werden nun noch, was immer möglich, die 
zwei Parallelogramme in einer solchen Lage gegen einander angenommen, 
dafs ED und GF in dieselbe Grade fallen und darin einerlei Richtung 
haben, so ist diese Gerade parallel mit AB und ZH und liegt zwischen 
ihnen, in Abstünden, die sich wegen der Gleichheit der Parallelogramme 
wie IH zu AB verhalten. Dabei werden die Drehungen CD und GF 
gleichwirkend mit der einzigen CD+GF, und wir schliefsen daher: 

Wenn von drei Drehungen um parallele Axen in einer Ebene die 


Drehung um die mittlere Axe den entgegengesetzten Sinn der beiden an- 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVII. Hit. 2 36 
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dern hat und der Summe derselben gleich ist, und wenn die mittlere Axe 
von den beiden andern sich in Abständen befindet, die sich umgekehrt 
wie die Drehungen um dieselben verhalten, so heben sich die Drehungen 
gegen einander auf. 

Wie hiernach Drehungen um zwei parallele Axen zu einer dritten 
verbunden werden können, ist ohne weiteres Erörtern klar. 


6. 9 


Wenn in dem Vorhergehenden gezeigt wurde, wie zwei oder meh- 
rere Drehungen ein paralleles Fortrücken hervorbringen, und wie zwei 
Drehungen sich zu einer einzigen zusammensetzen lassen, so war, wie 
sich schon aus den dort angewendeten Schlüssen ergab, die Ordnung, in 
welcher man die zwei oder mehrere Drehungen auf einander folgen liels, 
ganz willkührlich. Es läfst sich aber diese Willkühr in der Aufeinander- 
folge unendlich kleiner Drehungen, abgesehen von jenen speciellen Fäl- 
len, auch allgemein darthun. Sie bildet einen Fundamentalsatz in der 
Theorie der Drehungen und gründet sich darauf, dafs die Wege, welche 
zwei einander unendlich nahe Puncte des Körpers bei einer unendlich 
kleinen Drehung desselben beschreiben, als zwei einander gleiche Paralle- 
len zu betrachten sind. 

Wenn daher der Punet A (Fig. 21.) bei der Drehung F@ den Weg 
AB, und bei der Drehung HI den Weg AD beschreibt, so wird er, wenn 
nach der ersten dieser Drehungen die zweite ZI erfolst, von BD aus, als 
von einem Puncte, dessen Lage gegen die Axe HI von der Lage des A 
gegen dieselbe Axe nur unendlich wenig verschieden ist, einen dem AD 
gleichen und parallelen Weg zurücklegen. Ist er aber zuerst durch die 
Drehung HI von A nach D gebracht worden, so wird er, wenn hierauf 
die Drehung F'G@ geschieht, von D aus einen Weg, gleich und parallel mit 
AB, beschreiben. Mag also zuerst die Drehung F'@ und nachher die 
Drehung HI, oder umgekehrt, erfolgen, so wird der Punct A immer nach 
der vierten Ecke € des Parallelogramms gelangen, dessen drei übrige Ek- 


ken in ihrer Folge B, A, D sind. Da nun dasselbe auch von allen übri- 


gen Puncten des Körpers gilt, so schlielsen wir, dals die durch zwei unend» 
lich kleine Drehungen um zwei verschiedene Axen bewirkte Verrückung 
unabhängig ist von der Aufeinanderfolge der Drehungen. Da endlich von 
irgend zwei Complexionen dreier oder mehrerer Elemente die eine aus 
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der andern durch fortgesetztes Vertauschen zweier nebeneinanderstehen- 
der Elemente hergeleitet werden kann, so erhellet, dafs auch die durch 
drei oder mehrere Drehungen bewirkte Totalverrückung von der Ordnung, 
in welcher die Drehungen auf einander folgen, unabhängig ist. 

Mit Hülfe dieses Satzes lassen sich auch die im vorigen $. in Anwen- 
dung gekommenen Sätze beweisen, nämlich, dals wenn eine oder meh- 
rere Drehungen gleiche Wirkung mit mehreren andern Drehungen haben, 
die erstern, in Verbindung mit den in entgegengesetzten Sinne genommenen 
letztern, den Körper unverrückt lassen, und dafs, wenn mehrere Drehun- 
gen einander aufheben, eine oder etliche derselben gleichwirkend mit den 
entgegengesetzt genommenen übrigen sind. 

Denn sind die Drehungen AB, CD, .... gleichwirkend mit den 
Drehungen FG, HL,...., so sind es auch AB, CD,....GF, IH, .... mit 
FG, HL,....GF, IH,.... Letztere aber, in der Ordnung FG, GF, HL, 
IH .... genommen, heben sich paarweise auf, Mithin muls auch die To- 
talwirkung der erstern Null sein. 

Auf ähnliche Art wird auch der umgekehrte Satz bewiesen. 


$. 10. 


Die Art und Weise, auf welche sich nach $.4. und $.8. zwei oder 
mehrere Drehungen, deren Axen in dieselbe Gerade fallen, und zwei Dre- 
hungen, deren Axen in derselben Ebene liegen, zu einer einzigen zusam- 
mensetzen lassen, ist ganz der Zusammensetzung von Kräften analog, 
deren Richtungen in derselben Geraden oder in derselben Ebene enthalten 
sind. Man hat nämlich nur Richtung und Grölse der Kraft mit Axe und 
Gröfse der Drehung zu vertauschen, um aus der bekannten Vorschrift für 
die Zusammensetzung der Kräfte die Vorschrift für die der Drehungen 
abzuleiten. Da nun, wie aus der Statik bekannt ist, mit Anwendung des 
Satzes von Kräften, deren Richtungen in dieselbe Gerade fallen, und mit 
Hülfe des Parallelogramms der Kräfte, alle übrigen die Zusammensetzung 
und Zerlegung der Kräfte, betreffenden Sätze sich ergeben, so erhellet, 
dafs nicht allein in den vorhin besonders betrachteten Fällen, sondern 
auch in allen übrigen zwischen Kräften und Drehungen, die vollkommenste 
‚Analogie herrschen muls. Unter andern werden daher alle die merkwür- 
digen Eigenschaften, welche die sogenannten Kräftepaare besitzen, auch 


Paaren von Drehungen, d. i. Paaren von einander gleichen aber entgegen- 
26 * 
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gesetzten Drehungen um parallele Axen zukommen. So folgt z. B. schon 
unmittelbar aus $.6., dals, eben so wie ein Kräftepaar, auch ein Paar von 
Drehungen ohne Aenderung seiner Wirkung in seiner Ebene und parallel 
mit derselben verlegt werden kann. 

Ueberhaupt also: wenn zwischen mehrern, auf einem frei beweg- 
lichen Körper wirkenden Kräften Gleichgewicht statt findet, wird auch 
der Total- Effect von Drehungen, deren Axen die Richtungen der Kräfte 
sind, und deren Gröfsen sich wie die Intensitäten der Kräfte verhalten, 
Null sein; oder kürzer ausgedrückt: Halten die ihrer Richtung und In- 
tensität nach durch die Linien AB, ED, EF, .... dargestellten Kräfte 
einander das Gleichgewicht, so bringen auch die Drehungen AB, CD, 
EF, .... in Verbindung keine Verrückung hervor, 

Insbesondere fliefst hieraus noch, dafs — da drei oder mehrere 
auf einen Körper wirkende Kräfte sich immer, wo nicht auf eine, doch 
auf zwei reduciren lassen, — dals auch Drehungen in beliebiger Anzahl 
immer auf wenigstens zwei zurückgeführt werden können. Auch folger- 
ten wir dasselbe schon in $. 3. aus den in $$. 1. und 2, angestellten Be- 
trachtungen, 

$. 11. 

Die zwischen Kräften und Drehupgen stattfindende Analogie ist noch 
besonders wegen ihrer reciproken Beschaffenheit merkwürdig. Eine ein- 
zelne Kraft wird bestimmt durch die Gerade, in welcher sie wirkt, durch 
ihre doppelt mögliche Richtung in dieser Geraden und durch ihre Grölse. 
Die Wirkung zweier einander gleichen, parallelen und entgegengesetzten 
Kräfte, oder eines Kräftepaares, wird bestimmt durch irgend eine auf der 
Ebene des Paares perpendiculare Linie, durch den Sinn der Drehung um 
diese Linie und durch das Moment des Paares oder das Product aus der 
einen der beiden Kräfte in ihre Entfernung von der andern. Denn jedes 
andere Paar, bei welchem die genannten Stücke dieselben sind, hat mit 
ersterem gleiche Wirkung. 

Eben so ist nun, indem man fortrückende und drehende Bewegung 
mit einander vertauscht, eine einzelne Drehung durch ihre Axe, ihren 
Sion und ihre Grölse bestimmt. Ein Paar von Drehungen aber ist es 
durch irgend eine auf der Ebene der Axen beider Drehungen perpendi- 
culare Linie, durch die Richtung, nach welcher der Körper in dieser Linie 
fortgerückt wird, und durch die Grölse dieses Fortrückens, welches nach 
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$. 6. dem Producte aus der einen der beiden Drehungen in den gegen- 
seitigen Abstand der beiden Axen gleich ist und daher analogerweise das 
Moment des Paares von Drehungen heilsen kann. 


$ 12. 


Auf ähnliche Art läfst sich auch der Begriff des Moments einer 
Kraft, in Bezug auf eine gewisse Axe, auf Drehungen anwenden. Das 
Moment einer Kraft, in Bezug auf eine Axe, drückt die Grölse aus, mit 
welcher die Kraft den Körper, an welchen sie angebracht ist, um die 
Axe, wenn diese festgehalten wird, zu drehen strebt; denn es herrscht 
Gleichgewicht, wenn die Momente zweier Kräfte, welche den Körper nach 
entgegengesetzten Richtungen um eine feste Axe zu drehen streben, in 
Bezug auf diese Axe einander gleich sind. Indem wir daher das Drehen 
mit dem Fortrücken vertauschen, wird das auf eine Axe MN bezogene 
Moment der Drehung AB der Grölse proportional sein, um welche die 
mit MN anfangs zusammenfallenden Puncte des Körpers längs MN durch 
die Drehung AB fortgerückt werden. Folgende Betrachtungen werden die- 
ses in noch helleres Licht setzen. 

Wenn erstens MN mit AB in einer Ebene liegt, so rückt bei der 
Drehung um AB jeder Punct dieser Ebene perpendicular auf derselben, 
und daher auch jeder Punct in PZN perpendicular auf MN fort, und es 
ist folglich das Fortrücken jedes Punctes in PLN längs MIN, also auch das 
Moment der Drehung AB in Bezug auf MN, = 0, eben so, wie das Mo= 
ment einer Kraft für jede Axe, die mit der Kraft in einer Ebene liegt, 
= 0 ist, 

Man nehme ferner an, dafs AB und MN nicht in einer Ebene be- 
griffen und zuerst unter einem rechten Winkel gegen einander geneigt sind. 
Alsdann ist es möglich, durch AB eine Ebene zu legen, welche von MN 
rechtwinklig geschnitten wird. Durch den Schneidepunct, welcher D 
(Fig. 22.) heilse, lege man eine Linie DC, gleich und parallel der AB, 
welche mithin in letztgedachter Ebene enthalten sein wird. Nun bewir- 
ken die Drehungen AB und CD ein auf der Ebene ABD perpendicula- 
res und daher mit MN paralleles Fortrücken, welches der Fläche ABD 
proportional ist. Durch diese zwei Drehungen wird folglich jeder in MN 
fallende Punct, in MN selbst, um eine mit ABD proportionale Gröfse 
fortgerückt. Da aber MN mit CD in einer Ebene liegt und daher die 
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Drehung CD zur Bewegung der Punete in MN längs MN nichts beiträgt, 
so rückt schon durch die Drehung AB allein jeder in MN fallende Punct 
längs MN um ein gleich grolses Stück fort, welches mit ABD, d.i. mit 
dem Producte aus der Drehung in den Abstand ihrer Axe von der Mo- 
menten-Axe, proportional und als das Moment der Drehung AB in Bezug 
auf MN auzusehen ist. 

Nimmt man den durch MN ausgedrückten Theil der Momenten- 
Axe von constanter Länge, so kann man das Moment, anstatt dem Dreieck, 
ABD, auch dem Producte 3 MN.ABD, d.i. der Pyramide ABMN pro- 
portional setzen. Denn, da ABD von MN in D perpendicular getroffen 
wird, so ist, wie man leicht sieht, die Pyramide ABMN einer andern 
gleich, welche ABD zur Grundfläche und MN zur Höhe hat. 

Wenn zweitens die nicht in einer Ebene enthaltenen AB und MN 
einen schiefen Winkel mit einander machen, so beschreibe man, um die- 
sen Fall auf den vorigen zurückzuführen, um AB, als Diagonale, ein 
Rechteck AF’BG (Fig. 23.), dessen Seite AG mit IN parallel ist, und 
dessen Seite AF' folglich einen rechten Winkel mit MN macht. Hier- 
nach ist die Drehung AB gleiehwirkend mit den Drehungen A@ und AF‘ 
Von diesen bringt erstere, da ihre Axe A@ mit MN in einer Ebene 
liegt, keine Verrückung der Puncte in MN längs MN hervor. Die durch 
die Drehung AB erzeugte Verrückung ist folglich einerlei mit der durch 
die Drehung AF' erzeugten, d. h, die Drehungen AB und AF' haben in 
Bezug auf MN einander gleiche Momente. Nach dem Vorigen ist aber 
das Moment der Drehung AF' proportional der Pyramide AFMN, und 
diese ist gleich der Pyramide ABMN, weil beide eine gemeinschaftliche 
Grundfläche AMN haben und die Linie durch ihre Spitzen F' und 3, 
parallel mit AG, folglich mit MN, folglich auch mit der Grundfläche ist. 
Das Moment der Drehung AB in Bezug auf MN ist daher, auch bei je- 
der beliebigen Lage von MN gegen AB, der Pyramide ABMN propor- 
tional; d.h. es wird durch die Drehung AB jeder in die Linie MN fal- 
lende Punct längs MIN um ein gleiches Stück fortgerückt; welches Stück, 
wenn der Abschnitt MN dieser Linie von constanter Länge genommen 
wird, der Pyramide proportional ist, welche diesen Abschnitt und’ die ‘die 
Drehung darstellende Linie AB zu gegenüberstehenden Seiten hat, 

Eine unmittelbare Folge hiervon ist, dals auch die durch mehrere 
Drehungen AB, CD, .... bewirkte Verrückung längs MN für alle Puncte 
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in MN von gleicher Gröfse ist, nämlich von einer Gröfse die der Summe 
der Pyramiden ABMN + CDMN +...., mit gehöriger Rücksicht auf ihre 
Zeichen, proportional ist und das Moment des Systems der Drehungen AB, 
CD, .... in Bezug auf die Axe MN genannt werden kann. Und da nach 
$. 1. und 2. jede Verrückung eines Körpers durch zwei Drehungen, wenn 
nicht durch eine einzige, hervorgebracht werden kann, so wird auch 
durch jede beliebige Verrückung jeder Punct einer beliebig gewählten 
Axe MN um ein gleich grolses Stück längs MN verrückt werden; und 
dieses Stück wird als das Moment der Verrückung in Bezug auf MN an- 
zusehen sein. 
$. 13. 

Zwischen Kräften und Drehungen herrscht demnach auch hinsicht- 
lich der Momente eine vollkommene Analogie. Denn, wie sich zeigen 
lälst *), kann das Moment der Kraft AB in Bezug auf die Axe MN geo- 
metrisch durch die Pyramide ABMN dargestellt werden. Alle die merk- 
würdigen Sätze, welche hinsichtlich der Momente von Kräften gelten, fin- 
den folglich auch hier Statt. 

Dem Satze z. B., dafs, wenn ein System von Kräften im Gleich- 
gewichte ist, die Summe der Momente der Kräfte des Systems, oder kür- 
zer, das Moment des Systems, in Bezug auf jede beliebige Axe Null ist, 
entspricht folgender Satz. Wenn mehrere Drehungen sich gegenseitig auf- 
heben, so ist ihr Moment, d.i. die Summe der Momente der einzelnen 
Drehungen, in Bezug auf jede beliebig gewählte Axe, Null. Auch folgt 
die Richtigkeit dieses Satzes schon unmittelbar aus dem vorhin gegebenen 
Begriff des Moments einer Drehung. Denn wenn ein Körper nach meh- 
rern Drehungen in seine anfängliche Lage zurückgekommen ist, so hat 
auch kein Punct desselben längs einer durch den Punct gehenden geraden 
Linie (Axe des Moments) seine Lage geändert. 

Da ferner, wenn die drei Momente mehrerer in einer Ebene wir- 
kender Kräfte in Bezug auf drei die Ebene rechtwinklig schneidende und 
nicht in einer Ebene liegende Axen einzeln Null sind, die Kräfte sich das 
Gleichgewicht halten, so können auch mehrere Drehungen, deren Axen in 
einer Ebene liegen, wenn ihre drei Momente für drei auf der Ebene nor- 





*) Vergl. einen Aufsatz des Verf. im 4ten Bande dieses Journals, Seite 179, so wie 
auch des Verf. Lehrb. der Statik. $. 99. 
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mal stehende und nicht in einer Ebene enthaltene Axen einzeln Null sind, 
keine Verrückung hervorbringen. Uebrigens folgt auch dieser Satz ganz 
leicht aus der von den Momenten aufgestellten Erklärune. Da nämlich alle 
Drehungs- Axen in einer und derselben Ebene sein sollen, so mufs die 
durch die einzelnen Drehungen erzeugte Bewegung der Puncte der Ebene 
auf diese perpendicular sein; und da die Momente für drei die Ebene per- 
pendicular schneidende Axen Null sein sollen, so haben die drei Schneide- 
puncte gar keine Bewegung. Diese drei Puncte liegen aber nicht in ga 
rader Linie, weil die drei Axen nicht in einer Ebene liegen sollen; und 
wenn drei Puncte eines Körpers, die nicht in einer Geraden liegen, keine 
Bewegung haben, so ist auch der Körper selbst in Ruhe, 


$. 14, 

Einer der fruchtbarsten Sätze in der statischen Theorie der Mo- 
mente ist folgender. Bestimmt man die Momente eines System S von 
Kräften rücksichtlich mehrerer Axen, und kann man nach der Richtung 
einer jeden dieser Axen eine Kraft wirken lassen, von der Grölfse, dals 
alle diese neuen Kräfte einander das Gleichgewicht halten, so ist die Summe 
der Momente von S, jedes Moment vorher mit einem Coefficienten mul- 
tiplicirt, welcher der der Axe des Moments zugehörigen Kraft proportio- 
nal ist, =0 *). 

Auf die Theorie der Drehungen angewendet, lautet dieser Satz also: 
Bestimmt man die Momente einer beliebigen Verrückung eines Körpers 
in Bezug auf mehrere Axen, und kann man für diese Aren Drehungs- 
winkel finden, die ın solchen Verhältnissen zu einander stehen, dafs alle 
diese Drehungen einander aufheben, so ist die Summe der Momente der 
Verrückung, jedes Moment vorher mit einem Coefficienten mulliplieirt, 
welcher dem der Axe des Moments zugehörigen Drehungswinkel propor- 
tional ist, =. 

Der Beweis dieses Satzes dürfte sich folgendergestalt am einfachsten 
geben lassen. Man bezeichne durch a, 5, ce, .... ihrer Lage und Rich- 
tung nach bestimmte Geraden; durch 4 %v, .... Zahlen; durch a,,b,,.... 
Abschnitte der Linien a, D,....., welche resp. % u, .... Linien-Einheiten lang 
sind; durch [a,d,] endlich den Inhalt einer Pyramide, welche die Abschnitte 





*) Des Verf. Lehrbuch der Statik, $. 93. 
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a,und d, zu gegenüberliegenden Seiten hat. Es bedarf kaum der Erin- 
nerung, dafs durch a, db, ft, « der Inhalt der Pyramide [a,d,] vollkommen 
bestimmt ist, wenn auch in den Linien @ und 5 die Anfangspuncte der 
Abschnitte a, und d, unbestimmt gelassen werden. Auch ist, wie man 
leicht sieht: @,= t.a,, [ab,]= t[ab,] = u[.b,] = lu[a,b,] = [a,b,] = etc., 
wo a,, d, eine Linien-Einheit lange Abschnitte der Linien a, 5 bedeuten, 

Sei nun die in Rede stehende Verrückung durch zwei den Zahlen 
i, u proportionale Drehungen um die Axen @ und 5 erzeugt worden ($. 12 
zu Ende), Sei ferner der Total- Effect der Drehungen z, y, 2,.... um die 
Axen f; 9, A,.... Null, und daher, wenn man das Moment dieses Systems 
von Drehungen das einemal auf a, das anderemal auf D als Axen be- 
zieht und diesen Axen resp. die Längen ? und “ giebt: 


[a,f.]J+ [a9,]+ [aR]+:... = 0, oder 
zlafJ yigg] +2leh] +... = 0, 
und eben so 
zb, hl+yld.g]+zldh)+.... = 0. 


Die Summe dieser zwei Gleichungen ist aber der analytische Aus- 
druck des zu beweisenden Satzes, Es sind nämlich 


[a, fi] + [d.fıl> [e,9:] + [2.91]; [e, hi] + [d, h]; U. Ss We 


die Momente der durch a, und db, bestimmten Verrückung in Bezug auf 
die (gleich langen) Axen 5 9, A,...., und diese Momente haben in der 
Summengleichung die Co£lhicienten 2, y, % ++.» 


Beispiel. Sind f, 9, A drei sich in einem Puncte / schneidende 
und in einer Ebene liegende Geraden, so ist damit ein Parallelogramm F'GH1 
seiner Form nach gegeben, dessen Ecken F,@, H resp. in & 9, % liegen; 
und die Drehungen um f 9, A heben sich auf, wenn sie ihrer Gröfse nach 
mit IF, GI, IH proportional sind. Wenn daher 9, g, r die Momente 
irgend einer Verrückung in Bezug auf 5 9, % sind, so ist 

IF. p+61l.g+ IHır = 0, 
so wie 


IF.p + IH.r = I@.gq. 
In diesen Gleichungen ist jedes Glied, z. B. ZF.p, positiv oder ne- 
gativ zu nehmen, je nachdem die Richtung IF in f und die Richtung, 
nach welcher die in f fallenden Puncte längs f um p bei der Verrückung 


sich fortbewegen, einerlei oder entgegengesetzt sind, 
Crelle's Journal d. M. BA XVIll. Hft.3. 27 
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$. 15. 

Wenn für gegebene Axen sich Drehungen finden lassen, welche 
einander aufheben, so werden auch Kräfte, welche die Richtungen der 
Axen haben, und den Drehungen proportional sind, das Gleichgewicht sich 
halten. In $$. 98. und 99. des gedachten Lehrbuchs der Statik habe ich 
untersucht, welchen Bedingungen die gegenseitige Lage von 2, 3 und mehre- 
ren Richtungen uoterworfen sein muls, wenn Kräfte sich sollen angeben 
lassen, die, nach diesen Richtungen wirkend, im Gleichgewichte sind. 
Es ergaben sich hierbei, wenn die Anzahl der Richtungen kleiner als 7 
war, gewisse positive Bedingungen für ihre gegenseitige Lage. So muls 
z. B. bei 4 Richtungen jede Gerade, welche 3 derselben trifft, auch der 
4ten begegnen. Für 7 Richtungen dagegen war es im Allgemeinen immer 
möglich, Kräfte zu finden, welche, nach ihnen wirkend, sich das Gleichge- 
wicht halten, und es konnte daher eine ihrer Richtung und Intensität nach 
beliebig gegebene Kraft im Allgemeinen immer in 6 andere zerlegt wer- 
den, deren Richtungen beliebig gegeben sein konnten. Der Beisatz ‚im 
Allgemeinen” wurde durch die negative Bedingung bestimmt, dafs weder 
alle 6 gegebene Richtungen, noch einige derselben eine solche Lage ge- 
gegen einander hatten, bei welcher es möglich war, nach ihnen wirkende 
Kräfte zu finden, welche sich das Gleichgewicht halten. 

Bei der Analogie, die zwischen Kräften und Drehungen statt fin- 


det, mu[s daher auch, — um hier nur den letzterwähnten Fall zu berück- 
sichtigen — jede Drehung, und somit jede Verrückung überhaupt, 6 andern 


Drehungen um eben so viele von einander unabhängige, sonst beliebig an- 
zunehmende Axen gleich gesetzt werden können, so dafs, wenn ein Kör- 
per um sechs von einander unabhängige Axen drehbar ist, er auf jede 
mögliche Weise verrückt werden kann. Sechs oder weniger Axen wer- 
den wir aber von einander unabhängig nennen; wenn es nicht möglich 
ist, Drehungen um dieselben ausfindig zu machen, welche sich gegen ein- 
ander aufheben; woraus zugleich erhellet, dals 7 oder mehrere Axen nie 
von einander unabhängig sein können. 


Zufolge des vorigen $. muls sich demnach, wenn von irgend einer 
Verrückung die Momente in Bezug auf 6 von einander unabhängige Axen 
gegeben sind, aus ihnen das Moment für jede 7te Axe herleiten lassen. 
Zerlegt man nämlich, wie es nach dem oben Bemerkten immer möglich 
ist, eine Drehung um die 7te Axe in 6 Drehungen um die 6 erstern, so 
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wird die Summe der Producte aus jeder dieser 6 Drehungen in das auf 
die jedesmalige Drehungsaxe bezogene Moment der Verrückung gleich 
sein dem Producte aus der Drehung um die 7te Axe in das gesuchte Mo- 


ment für dieselbe Axe. 
$. 16. 


Um auch diese Sätze durch ein Beispiel zu erläutern, wollen wir 
eine Drehung og um eine beliebig gegebene Axe PQ in 6 Drehungen 
um die 6 Kanten einer dreiseitigen Pyramide ABCD — oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, eine nach PQ gerichtete Krafto in 6 andere nach 
den Kanten von ABCD gerichtete — zu zerlegen suchen. Dieses muls 
möglich sein, da, wieman leicht wahrnimmt, von 6 Kräften, welche nach 
den 6 Kanten einer Pyramide wirken, keine die Resultante von den 5 
übrigen oder von einigen derselben sein kann. 

Zur Lösung dieser Aufgabe mag die in $. 102. meines Lehrbuchs 
angegebene, auf den Hauptsatz in der Theorie der Momente gegründete 
Methode dienen. — Seien die gesuchten Drehungen um die Axen 

AD, BD, CD, BC, CA, AB 
nee Ba ah 

Indem wir nun die Momente sämmtlicher Drehungen auf eine be- 
liebig zu wählende Axe ÄY beziehen, ist das Moment einer, sowohl hin- 
sichtlich ihrer Axe, als ihrer Gröfse, durch AD ausgedrückten Drehung 
— der Pyramide ADXY; folglich, wenn die Grölse nicht AD sondern 


1 ist, = In ADAÄY, und wenn «& die Grölse der Drehung ausdrückt, 
— — ADXY. Eben so ist das Moment der Drehung ß um die Axe 


BD= BCXY, u. s. w. Da nun die Drehungen «, ß, ....C um die 
Axen AD, BD,.... AB gleiche Wirkung mit der Drehung oe um die 


Axe PQ haben sollen, so ist nach dem Satze von den Momenten ($. 13.): 
& ß y 

pm 4PAY+ zn PDAY +5) CDAY s 

 I+rnBcxr+ ;caxr+S,anxr\ 


Man lasse jetzt die willkühriich zu nehmenden Puncte X und Y mit 
A und D zusammenfallen, so wird jede der 5 Pyramiden ADXY, BDXY,, 
CDXY, CAXY, ABAY Null, und die Gleichung I. reducirt sich auf: 


Ö Ze 
l. 36 BCAD — po rYAD. 


27 * 
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Auf gleiche Weise findet sich, wenn man XY nach und nach mit 
BD, CD, BC, CA, AB coincidiren lälst: 


€ BE: | 


& re a& en . 
8, ZB ABCD = Pö POCD, 4. AD ADBC = Po P9BC, 


5. mBDcCA= &,P0Ca 6. ;CDAB = £,POAR, 

Durch diese 6 Gleichungen werden aber die Grölsen der Drehun- 
gen a, ß, Y, Ö, &, £ vollkommen bestimmt. 

Sind nun von irgend einer Verrückung die Momente in Bezug auf 
die Axen 

AD, BD, CD, BC, CA, AB, PO 

resp. = d, b, c, _ Fa Pf; $, 

so ist nach $. 15.: 
aatbß+eytdöte+fi=re, 
oder, wenn man für a, ß, .... C ihre Werthe aus (1), .... (6.) setzt 
und dabei berücksichtigt, dafs die Pyramiden BCAD, CABD, ABCD,.... 
nicht allein ihrem absoluten Werthe, sondern auch ihren Zeichen nach 
einander *) gleich sind: 
a. AD.POBC + 0.BD.POCA -+ c.CD.PQAB 
11. + d.BU.PQAD + e.CA.POBD +f.AB.POCD 
—= r.PQ0.ABCD; 
und dieses ist die Gleichung, mittelst welcher man, wenn die Figur ABCDPOQ 
und die Momente «a, b,.... f einer Verrückung für die Kanten der Pyra- 
mide ABCD, als Axen, gegeben sind, das Moment 7 derselben Verrückung 
für PO finden kann, 
$. 17. 


Zusätze. a) Substituirt man in der Gleichung (I.) für «a, ß,... 
...C ihre Werthe aus (1.), ....(6.), so kommt 
BCPO.ADXY + CAPO.BDXY + ABPQO.CDXY 
+ ADPQ.BCXY + BDPO.CAXY + CDPQ.ABXY 
—= ABCD.POXY: 
eine Relation zwischen 14 Pyramiden bei einem beliebig angenommenen 


Systeme von 8 Puncten im Raume, deren Symmetrie hinsichtlich ABCD, 
PO, XY in die Augen springt. 


III. 








*) Lehrb. d. St. $. 63. 1. 
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b) Lälst man AY mit PQ zusammenfallen, so redueirt sich III. auf 
IV. BCPQ.ADPQ +CAPQO.BDPQ + ABPQ.CDPQ=0: 
eine Relation zwischen 6 Pyramiden bei 8 Puncten im Raume *). 
c) Setzt man in IV. für die 6 Pyramiden ihre aus (1.)....+(6.) 
flielfsenden Werthe, so Yg man 


& & 
v. AD tr ats AB 


welches die Relation ist, die zwischen 6 Drehungen «, .... & um die 
Kanten AD, .... AB einer Pyramide Statt finden müssen, wenn sich die 
Drehungen auf eine einzige sollen reduciren lassen; — also auch die Be- 
dingungsgleichung, wenn 6 nach den Kanten einer Pyramide gerichteten 
Kräfte a,....C mit einer einzigen Kraft gleiche Wirkung haben sollen. 


$. 18. 


Der Satz, dals ein Körper vollkommen frei beweglich ist, wenn 
er um 6 von einander unabhängige Axen gedreht werden kann, gehört 
unstreitig zu den merkwürdigsten in der Theorie der Drehungen. Ein Fall, 
in welchem man sich von diesem Satze sehr leicht obne alle Rechnung 
überzeugen kann, ist der, wenn zu den 6 Axen die 6 Kanten DA, DB, DC, 
BC', C4', AB’ (Fig. 24.) eines Parallelepipedums genommen werden. — 
A, B, © sind bei demselben die der Ecke D zunächst liegenden Ecken, 
und A/, B', C', D' liegen den A, B, C, D diagonal gegenüber. 

Jede Verrückung kann nämlich in eine Drehung um einen beliebig 
zu nehmenden Punet D und in eine parallele Fortrückung aufgelöset wer- 
den. Hiervon läfst sich die Drehung um D in drei andere «, ß, y um 
drei durch D gehende Axen DA, DB, DU zerlegen, und eben so kann 
man die parallele Fortrückung in drei andere zerlegen, welche hier auf 
den Ebenen BC, CA, AB perpendicular seien. Für die auf BC perpen- 
diculare Fortrückung aber können zwei Drehungen P/, —f’ um zwei 
parallele Axen CA', DB dieser Ebene gesetzt werden. Verwandelt man 
nun eben so die auf CA und AB perpendicularen Fortrückungen in die 
Drehungen y', —y’ um AB‘, DC und in die Drehungen @', —w’ um 
BC', DA, so wird die ganze Verrückung reducirt auf die 6 Drehungen 

a—ua, B—P, yyı, «a, P, fr 


DA, DB, DC, BC, CA, AB. 





=—=0, 


um die Axen 





— 


Letztere Relation findet sich bereits in des Verf, „Barye. Calcul $. 170.” gegeben. 
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Zur Bestimmung der Werthe von a, «a, ß, ...., wenn irgend eine 
Drehung g um eine Axe PQ gegeben ist, die in Drehungen um die 6 Axen 
DA, DB, .... zerlegt werden soll, kann man wiederum die vorhin er- 
läuterte Methode mit Vortheil anwenden. Man schreibe für 

DA, DB, DC, BC', C4', AB', PO der Kürze wegen 

a, b, 5 ri 
und verstehe eben so unter ab’, ar, .... diePyramiden DACA', DAPO, .... 
Alsdann ist, wie in $. 16., wenn man die Momente sämmtlicher Drehun- 
sen auf die unbestimmte Axe x bezieht: 
Bau. ac-+ u PN ne cc “ax + Fbr+lcz = - eu. 


a C 








Diese Gleichung reducirt sich, wenn man x zuerst mit « und dann 
mit a’ zusammenfallen lälst, auf 

Roy g gr / P’ yıy _ 

Lu = _—r{( —tC > er; =. . 

„ba „ra und - «a+rz,ba+Tzea ra 

Man gewahrt aber leicht, dafs die Pyramiden D’a, ca’, b’a‘ und c’a‘ 
sowohl dem Zeichen, als dem absoluten Werthe nach einander gleich sind, 


indem jede von ihnen dem 6ten Theile des Parallelepipedums DD gleich ist. 


1 
Setzt man daher =.;=R und bemerkt, dals ce’ =c, so ziehen sich 


die zwei erhaltenen Gleichungen zusammen ia 
# = R r d Y ß' und R ' 
b' ee ra un = E- dr — TU 7 
und eben so folgt: 


an 
. 


— R.rb, + L=R.rb, 


— \] 


‘ 


a' 


{>} 


wenn man x der Reihe nach mit 5, 5’, c, c‘ identisch werden lälst. 
Mittelst dieser Gleichungen aber werden die 6 Drehungen 0, .... 'Y' 
durch die Drehung p und durch die Lage der Axe der letztern gegen die 
Axen der erstern bestimmt; wie verlangt wurde, 
Lälst man in der Hauptgleichung z noch mit r zusammenfallen 
und substituirt dann für ar, Dr, .... e'r ihre durch die 6 letzten Glei- 
chungen bestimmten Werthe, so ergiebt sich, nach leichter Reduction: 


a pl By we 
rtrrstsee 


ca 


und dies ist die Bedingung, unter welcher sich im vorliegenden Falle die 
6 Drehungen &, »... Y’ auf eine einzige reduciren lassen. 
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$. 19. 


In dem Bisherigen wurden die Axen, um welche ein Körper nach 
und nach gedreht wird, als unbeweglich betrachtet. Indessen ist dieses 
nicht durchaus nothwendig. Denn unter der hier immer geltenden Vor- 
aussetzung, dafs jeder Drehungswinkel unendlich klein sei, sind zwei gleiche 
Drehungen & um zwei ihrer Lage nach unendlich wenig verschiedene Axen 
a und a’ (d.h. um zwei Axen, deren kürzester Abstand von einander und 
deren gegenseitige Neigung unendlich klein sind) als gleichwirkend anzu- 
sehen, indem, wenn ein Punct A durch die Drehung & um @ von A nach 
B und durch die Drehung «& um «’ von A nach B’ gebracht wird, BB‘ 
eine unendlich kleine Linie der zweiten Ordnung ist, während AB und 
AB' von der ersten Ordnung sind. Die Gesammtwirkung von mehrern 
Drehungen wird folglich noch dieselbe sein, wenn wir die Drehungs- Axen 
mit dem beweglichen Körper selbst fest verbunden annehmen; als wo» 
durch es geschieht, dafs bei jeder Drehung die Axen aller jedesmal übri- 
gen Drehungen um ein unendlich Weniges mit verstellt werden. 


$. 20. 


Der Umstand, dafs eine unendlich kleine Veränderung der Lage der 
Axen auf die Lage des um sie gedrehten Körpers keinen Einfluls hat, kann 
uns veranlassen, unsere Betrachtung noch weiter auszudehnen und mit einem 
Systeme von 6 Axen z. B., welche der Reihe nach a, 5, c, d, e, f heilsen, 
7 Körper A, B,... F, @ dergestalt fest verbunden anzunehmen, dafs A und 
B um die gemeinschaftliche Axe a; D und Cum die zemeinschaftliche Axe 5 
und C und D um e u. s. w. gedreht werden können. Bleibe nun A, folglich 
auch «4, in Ruhe, und werde 3 mit den übrigen Körpern €, D, .. G, als ein 
festes Ganzes um a, um den Winkel « gedreht. Man drehe hierauf, während 
Aund B, mithin auch @ und 5 in Ruhe bleiben, den Körper C, in ungeänderter 
Verbindung mit den übrigen Körpern D, .... @, um 5 um den Winkel ß, 
u. 8. w., und endlich den Körper @ allein um f um den Winkel 2, wäh- 
rend alle vorhergehenden Körper A,.... F' unbewegt bleiben. Nach 
allen diesen Drehungen wird der Körper @ seine Lage eben so geändert 
haben, als wenn er nach und nach um die festen Axen a, d, .... f resp. 
um die Winkel «, ß, .... & gedreht worden wäre. Da nun durch die 
eben beschriebenen 6 Drehungen das System der 6 Körper B, C, .... @ 
in jede von der anfänglichen unendlich wenig verschiedene Lage, die es, 
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dem Zusammenbange der Körper durch die Axen gemäls, auzunehmen ver- 
mag, gebracht werden kann, und da ein um 6 von einander unabhängige 
Axen drehbarer Körper jeder Verrückung fähig ist, so schlielsen wir: 

Wenn von mehrern Körpern, in einer gewissen Ordnung genom- 
men, je zwei nüchstfolgende um eine gemeinschaftliche Axe drehbar sind, 
so hat, wenn der erste festgehalten wird, erst der siebente eine vollkommen 
freie Beweglichkeit, und dieses auch nur dann, wenn die sechs, diese sie- 
ben Körper verbindenden Axen in eine von einander unabhängige Lage 
gebracht werden können. 

Als einfaches Beispiel hierzu kann Fig. 25. dienen, wo von 7 Qua- 
draten 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 je zwei nächstfolgende eine Seite gemein ha- 
ben. Denkt man sich diese Seite als Axe, um welche die zwei durch sie 
verbundenen Quadrate drehbar sind, so kann gegen das Iste Quadrat erst 


das 7te in jede beliebige Lage — allerdings nur innerhalb gewisser Gren- 
zen — gebracht werden. Die hierzu erforderliche Unabhängigkeit der 


Axen ergiebt sich daraus, dafs man mit den 7 Quadraten in ihrer Verbin- 
dung einen Würlel überdecken kann, bei welchem die, zwei nächstfolgen- 
den Quadraten gemeinschaftlichen Seiten AD, DB, BA‘, 4'D', D’B', B'4A 
eine solche Lage gegen einander haben, dafs zwischen Kräften, welche 
diese 6 Seiten zu ihren Richtungen haben, kein Gleichgewicht möglich 
ist. — Sehr leicht kann man sich von der vollkommenen gegenseitigen 
Beweglichkeit der beiden äulsersten Quadrate auch durch Proben über- 
zeugen, wenn man Fig. 25. etwa in steifem Papier ausschneidet und das- 
selbe nach den Seiten bricht, in denen die Quadrate aneinander grenzen. 

Schlielslich noch die Bemerkung, dafs uns der eben erläuterte Satz 
zum Äufschluls über eine von der Natur bei den Gliedmafsen der Krebse 
(und wahrscheinlich auch anderer Insecten) getroffene Einrichtung dienen 
kann. Bei diesen Thieren bestehen nämlich die Beine, so wie auch die 
Gliedmalsen, an deren Enden die Scheeren sitzen, aus sechs Gliedern, die 
unter sich und mit dem Körper selbst durch sechs Axengelenke verbun- 
den sind *). Hierdurch aber wird nach dem Vorigen der Zweck erreicht, 


dals, während der Körper ruht, das äulserste Glied jedes Beiues vollkom- 
men freie Beweglichkeit hat. 





*) Observationes de scoleto astaci Auriatilis et marini, disserfatio inauguralis auctore 


C. E. Hasse. Lipsiae. 1823. Pag. 27. 


nn EIERN nen 
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14. 
Beweis der Lehrsätze 3. und 4. ım 15. Bande S. 374 
und 375 und Auflösung der Aufgabe 1. ım 14. Bande 
S.89 und 8.79 dieses Journals. 


(Von Hrn. Dr. 4. R. Luchterhandt, Gymuasial -Oberlebrer zu Marienwerder.) 





1. Aufgabe. In der grofsen Axe AB (Fig. 26.) einer Ellipse zwischen 
den Brennpuncten ©, D zwei Puncte Ä, Y vonder Art zu suchen, dafs ge- 
wisse zwei gleiche, durch den Punct Ä näher bestimmte Durchmesser «u, 
b% zweien andern gleichen, durch den Punct y näher bestimmten Durch- 
messern 4,0, d,ß, gegenseitig, d. h, dafs sowohl «4 dem a,u, als DB 
dem b,ß, zugeordnet seien. Die Puncte a, 5 einerseits und die Puncte 
co, B andererseits erhält man als die Durchsebnittspunete von zwei Paar Krei- 
sen, welche beide aus den Puncten CE, D einmal mit den beziehlichen 
Strecken AX, BX, das anderemal mit den Strecken BX, AX beschrie- 
ben sind. Auf dieselbe Weise hüngen die Puucte «,, d,, &,, Pı von dem 
Puncte Y ab. 

Auflösung. Die halbe grofse Axe sei = a, die halbe kleine Axe 
—b, und die Gleichung der Ellipse, bezogen auf die Axen, 


2 ‚2 
Die Abscissen der Puncete X und Y sollen durch x, und x, be«- 
zeichnet werden. Setzen wir noch der Kürze wegen 
e—u = e, 
so sind die Abscissen der Brennpuncte D, Ü respective e und —e. 
Den beiden aus CE, D mit den Radien AX, BX beschriebenen 


Kreisen entsprechen die Gleichungen 


c++r =u-n),  B-NH4r = an) 

aus welchen sich 
b 
a = xt 


v(e—z}) 


ergiebt. Dies sind die Coordinaten der Puncte a, b; dem letzteren möge 
der negative Werth von y angehören. Aus dem Werthe von y erhellet 
zugleich, dafs die Realität der Puncte an die Erfüllung der Bedingung ®<z, 
geknüpft ist. Ferner fällt sogleich in die Augen, dafs diese Werthe von 
= und y der Gleichung der Ellipse genügen. 

Crelie's Journal d.M. Bd. XVII. HR. 3, 28 
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Durch ein ähnliches Verfahren erhält man: 

















Für den Punet & die Coordinaten:; z = —, y-— yYe@—e}), 
Br en Fe A, y- Sen), 
m... =, y-—--yYe-a), 
eh. . =, y--Iye-n), 
ehr ge A y- ven), 
hr ae U, ya—-Ve—n), 


Die Taugenten der Winkel, welche die Durchmesser au, a, , DB; 
5,%, mit der Hauptaxe bilden, sind der Reihe nach: 
b 5) 2 b 97 b b 
REP ?_ r?) (2? a ve 2. 48 
ZB ı/) rd T,)> ax, v(e x’), ri T7)). 
Sollen nun die Durchmesser @& und a@,&, (und dann natürlich auch die 
beiden andern DB und d, ß,) zugeordnet sein, so muls bekanntlich das 


Product der Tangenten der Winkel, welche sie mit der Hauptaxe machen, 








7 





= —— sein. Hiernach ergiebt sich für z, und x, die Bedingungsgleichung 
23 
Be, V(er—x,)V(e— a!) _ 2: 
a? 2,%, ei 


oder, einfacher, die Gleichung 

a ai ze Ei, 
welche nichts anderes ist als der analytische Ausdruck für die vom Herrn 
Professor Steiner gegebene Auflösung unserer Aufgabe, 

Die Hyperbel hat zwar, ähnlich der Ellipse, die Eigenschaft, dafs, 
wenn man auf der grolsen Axe A,3, derselben, jedoch aufserhalb der 
Brennpuncte C,, D,, einen Punct X, annimmt und mit den Strecken 
A,X, und B,ÄX, um(C\, D, Kreise beschreibt, diese sich in zwei Puncten 
der Hyperbel schneiden und ein Paar gleicher Durchmesser bestimmen. 
Die durch einen anderen Punct Y, der Hauptaxe bestimmten zwei Durch- 
messer können aber unter keiner Bedingung jenen zwei andern conjugirt 


sein, weil die Hyperbel bekanntlich nur vön einem von zwei conjugirten 
Durchmesseru getroffen wird. 

Wollte man diesen Fall, so wie den obigen, analytisch behandeln, und 
bezeichnete man mit x, und x, die Abscissen der PuncteX,, Y,, setzte ferner 
® = a’ +D’, so würde man zur Bestimmung von x, und x, die Gleichung 
2? +2; = e erhalten, welche ungereimt ist. 
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2. Lehrsatz. Zieht man von einem Puncte E (Fig. 27.) einer Hy- 
perbel die beiden Leitstrahlen DE, CE und schneidet auf jedem von E 
aus die halbe Axe AU = aD ab, jedoch bei dem letzteren CE auf des- 
sen Verlängerung über E hinaus, indem wir nämlich annehmen, dafs der 
Punct E auf dem den Punct C umschlielsenden Zweige der Hyperbel g6- 
legen sei: so liegen die Endpuncte @, F' der abgetragenen Strecken (EG — 
EF= AM) aliemal in demjenigen Durchmesser der Hyperbel, welcher 
dem Durchmesser ME zugeordnet ist. 

Beweis. Die Axengleichung der Hyperbel sei 7—L = 1; 
7,,Yı seien die Coordinaten des Punctes E, zwischen welchen, der Annahme ge- 


2 2 j 
mäls, die Relation = —4 —1 Statt findet, und aus der man y, = 4 v (x? —a) 


erhält, wenn man voraussetzt, dals E auf der positiven Seite der Ordi- 
natenaxe liegt. Setzt man noch «-+-b’=e’, so erhält man 


GD=FC=a+El=aty(v—o$’+y?) =. 
Fällen wir nun, um die Coordinaten x’, y', und x’, y‘ der Puncte F\, @ 


zu bestimmen, auf DE die Senkrechten #H, GK und EL=y,, so er- 
halten wir 




















En Eli 
EC ex, —a,’ 
a.CL a? (x 0) ea? y® 
x = ML+LH=2+——- =1- ua. 20 FOREN 
7 , + CE e r et, —u? b?:(e:x, — ar)’ 
BE Gk — Pe: ft A ext, Yı 
Al m 72, 
Po a: 1. e) e 2 
e' — ML-KL = 2 — 1 = == en 
ex, ra’ b? (ewı+a') 


Aus diesen Ausdrücken folgt sogleich, dals 
zw: =y':y' =er-+ arez, —W 
ist und dafs also der Mittelpunct M der Hyperbel mit @ und F in einer 


2 


geraden Linie liegt, deren Gleichung yanz® ist. Die Tangente ? des 
ı 


Winkels, welchen der dem Durchmesser ALF' zugeordnete Durchmesser mit 
x, a? 
yı b 
‚ welches oflenbar die Tangente des Winkels 


R . 6 s b? . 
der Hauptaxe bildet, ist durch die Gleichung I. bestimmt, und 


Yı 
“; 
ist, den die Linie ME mit der Hauptaxe macht. Es sind also ME und 
M#' zugeordnete Durchmesser, w. z. b. w. 

Für die Ellipse gilt folgender analoge Satz: 


hieraus bekommt man ?!= 


28? 
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Sind €, D, die Brennpuncte der Ellipse, A, ein Scheitel ihrer 
Hauptaxe, MM, ihr Mittelpunct, und nimmt man in der Ellipse irgend ei- 
nen Punct E an, z. B. in dem Theile, welcher mit dem Brennpuncte ©, 
auf derselben Seite der kleinern Axe liegt, zieht die Leitstrahlen C,E,, 
DE, und trägt auf jedem derselben von #£, aus die halbe grofse Axe 
A,M, ab (wozu offenbar der erstere Strahl über CE, zu verlängern ist): 
so liegen die Endpuncte F\, @, der abgetragenen Strecken (E,F\ = E,@, 
— A,M,) allemal in demjenigen Durchmesser der Ellipse, welcher dem 
Durchmesser IT, E, zugeordnet ist. Oder: Bewegt sich ein gleichschenk- 
liges Dreieck F)E,@,, dessen Schenkel FG, und @,E,, nicht aber de- 
ren Verlängerungen, stets beziehlich durch drei feste Puncte E,, M,, D, 
einer Geraden gehen, von denen der eine #2,, um welchen sich die Grund- 
linie #', @, dreht, in der Mitte zwischen den zwei andern Ü,, D, liegt: so 
beschreibt jene Spitze E, eine Ellipse, welche M, zum Mittelpunet und 
C,, D, zu Brennpuncten hat und deren halbe grofse Axe (M,A,) den 
constanten Schenkeln des Dreiecks gleich ist, und in welchem endlich der 
Strahl MM, E, und die Grundlinie AM, @, F\, ein Paar conjugirter Durch- 
messer sind. 

Aumerkung. In der Aussage des entsprechenden Satzes der Hyperbel a. a. O. S. 375 


Z. 9 und 10 muls man statt der Worte: „dafs die drei Seiten FE, FG, FE oder 


deren Verlängerungen’” lesen: dafs die Verläugerungen seiner drei Seiten u. s. w. 
3. Im 14. Bande 8.89. dies. Journ. findet sich folgende Aufgabe. 


Wenn von zwei Kreissegmenten (von verschiedenen Kreisen) die 
Grundlinien (oder Sehnen) einzeln gegeben sind, und wenn die Summe 
ihrer Bogen gegeben ist, so soll das Verhältnifs der Radien der beiden 
Kreise gefunden werden, welches Statt finden muls, damit die Summe 
der Inhalte beider Segmente ein Maximum wird. 


Die beiden Grundlinien seien 2m und 2m’, und die Radien der 
ihnen entsprechenden Kreise r und r‘. Die Länge der Bogen sei durch 
co und c’ bezeichnet, und zwischen ihnen die Gleichung 


. et =e 
gegeben, wo c eine Constante ist. Da nun die Sinusse der den Bogen 


co und c’ zugehörigen halben Centriwinkel beziehlich gleich — und = 


sind, so kann man die Gleichung (1.) auch so schreiben: 


/ 
. m . m 
2. 2r are sin — + 2r’arcsin = cC. 
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Bezeichnen wir ferner das dem Bogen # entsprechende Segment durch 
segino, so haben wir 


a ec a R 
F u ai —— I ns 2\ 
segma = Tr arcsın — my (r—m’), 


/ 
) . m ) 2 
segme’= r’aresin ER m’ y(r—m“). 


Nach der Bedingung der Aufsabe mufs das Differential der Summe die- 
ser beiden Ausdrücke Null sein, woraus sich die Gleichung ergiebt: 


/ 4 x 
a n . m m | IN |: . m m | zus 
. . ror larc sin — — - - r'or’ [arc sin — — ——— —(). 
3 r V(r— nı*) + V (r'®—m'?) 
Zur Bestimmung des Verhältnisses der Differentiale von 7 und r dient die 


Gleichung (2.), aus welcher sogleich folgt: 














2: U m ._ m m’ 
4. or larc BER en | or‘ larc Sin —— — | == ()> 
r V (r® — m?) 2 r’ V (r‘?— m’?) ’ 
und wenn man nun aus (3.) und (4.) dr’ eliminirt und den Factor dr unter« 
u 9 wi - a m 
drückt, so wird Fr‘) larc ae 7a] N 
r V (r®— m?) 


Da in diesem Ausdrucke nur der erste Factor eine Beziehung zwischen den 
Radien # und r’ liefert, so mufs derselbe Null sein; woraus folgt, dafs die 
Radien gleich sein, also die gegebenen Grundlinien demselben Kreise an- 
gehören müssen. Der Radius dieses Kreises ergiebt sich aus der transcenden- 
ten Gleichung: 

© 

ao 


my a —m’) + m’ Y(r— m”) = r? sin p 


4. Im 14. Bande 8. 79 d. J. wirft Herr Dr. Stern die Frage auf: 





Was ist der Werth der Summe aller Brüche von der Form e Ey FT? 


wo für x und y jede ganze positive Zahl von O an gesetzt werden kann, 
jedoch 2-+ x keine höhere Potenz einer Zahl sein darf. 
Zur Beantwortung derselben dient Folgendes, Da die Summe der 


Brüche von der Form 
1 


2-+=)’tr—1’ 
wo x und y auf die vorhin angegebene Weise bestimmt werden, wie 
a. a. O. gezeigt, —= 1 ist, so hat man 
1 1 1 er 1 
a+SJPr+IT Are HR HL Bra) ZT 
Es ist aber 














1 1 1 1 














(2?-+-z)*t?r Mu | == (2+x)*t?7 + (2 +x)"Hry + (2-4 a)t2+0y + eo... 
und daher, wenn man die gesuchte Summe mit ‚S bezeichnet, 








918 14. Luchterhandt, Beweis einig. Tiehrsätze u. Aufl. einig. Aufg. in dies Journ. 

















Sy { 1 1 
Setzt rt-- 
1 1 1 
Ft +35 +-- 
1 1 1 
+ tat 
+ ... . . 
1 1 { 
+ oe ta trayt 
1 1 i 
+35 tray tray + 
EZ: { 








tanta 23 rent 


1 
+ or + Fr + Fr 





eo, 
 EEEETREN TEN i 
u. Ss. W. 
Man sieht leicht ein, dafs man, nach einer andern Ordnung, auch so schrei- 
ben kann; 2 
N= at ++. 
1 1 ' 
1 i i 
1 1 1 
+ 54 +” 56 + 58 + .. 
de ee 
u. 8. W 
Nun ist aber _J$ u oa | 
ge its t3 Pr Bu oder 
{ 1 1 1 1 
pn Du Fu r3 tor... 
also N‘ 1 nie L 1 m‘ 1 En m 
LS Seat ri 


oder, wel !’—1= BE 1) ist, 
1 1 i 1 
Sntttant st atstatat 
1 i { 
=nt33 stm vn. +atatist BR +a+s+- id 
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Nun ist 
1 { 1/1 1 1 
atmtist = lstsstzat-) 
und zwei auf einander folgende Glieder in der Klammer haben die Form 
1 L 
(e+1)(c +2)? (e+2)c+3) 


und ihre Summe ist gleich 








9 


(a+1)(2 42)’ 


Setzt man in diesem Ausdrucke successive x —= 0, 2, 4, 6, 8 u. 8. w., 80 
erhält man den Ausdruck in der Klammer gleich 


1 1 { 
ae 4 Me 
atstut-] 





und es wird also 


j 3/l 1 1 1 1 I 
ssutratat)- trete) 
Bekamntlich ist 
ER ee n+1 
3t5trrte nenn nr 
und wenn man die Reihe bis ins Unendliche fortgesetzt denkt, ihre Summe 








— |]. A M 
= 3; ierner ıst 





1 1 1 1 n? 
+ ts trat ee 
y 3 d ® 7 g® - . [ - [v7 we » 
0 S=-2-(-—1) = 2 = 0,1050659331517736. 


Zu demselben Resultate kommen wir übrigens auf folgendem, viel ein- 
facheren Wege. 

Die mit SS bezeichnete Gröfse ist offenbar nichts anderes als die 
Summe der Summen der geraden negativen Potenzen aller ganzen posi- 
tiven Zahlen von 2 an, mit Ausnahme der zweiten Potenz. Nun ist aber 
a. a. O. S. 77 bewiesen, dals die Summe der Summen der geraden ne- 
gativen Potenzen aller ganzen positiven Zahlen, von ? an, = } ist, und 


da man weils, dals die Summe der reciproken Werthe der zweiten Po- 


2. „ ’ 
tenz aller positiven ganzen Zahlen, von ? an, =— —1 ist, so hat man 


6 
s-1-@-)) 


unmittelbar 


wie vorhin. 
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13. 
Theorie der Modular-F'unctionen und der Modular- 
Integrale. 


(Von Herru Dr. Gudermann zu Münster. ) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. im Isten und No. 2. im 2ten Hefte dieses Bandes.) 





Vierter Abschnitt. 


$. 47. 
Integral-Formei zum AÄnsdrucke des Zusammenhanges zwischen 2 und u, 
wenn (== tangtamıu ist, 


@», £ , f j f 

“Bisher sind immer nur vier eyklische und vier hyperbolische Modular- 
Functionen sn“, en“, tnz, dnw, Snu, Inu, Tuu, Dnw, mit den ver- 
mittelnden Funetionen oder Amplituden amu und Amw in Gebrauch ge- 
kommen; da aber auch die Function tang Zamz in manchen Fällen wich- 
tioe Dienste leistet, so ist- es nöthig, nun auch sie in nüheren Betracht 
zu ziehen, und namentlich den Zusammenhang zwischen dieser Funo- 


tion und dem Argumente & durch eine Integral-Formel auszudrücken. 
Setzen wir 











! —= taug4}amu, so ist auch 
2 ie V: . en u er. vis) —V(i—snu) d 
1. fi I+ceuu v(i-+ssu)+V(l—snu) oder 
/Sn’u—1 
= Tan Am u = V- I 
” Gurt 


Wir kehren die vorstehenden Gleichungen um, indem wir die Modular- 
’ . .. . Eee 
Funetionen selbst durch / ausdrücken. Aus der Gleichung ?= Arge 


findet sich zunächst 
1 —t? 


snuU = et tinu = . 
- u n —n 
14-1? 2 1-1: u 


1— 1?" 
Da dnu—=y (kA cn’u) ist, so findet sieh durch die Substitution des 
Werthes von ena die Formel 
42 2,2 :?(1— 1?)?) (HR 221342 
V(r?(1-+ 12) . N )) oder Ana — Y U k2)t +) 
1 +1? 1+12 . 


Ist k = sind, also A= cosd, so ist A?— A? = 008°’d—sin’d = cos?2%, 


>. cnu — 





3. au 








und also | PORIRRL? DET 5 NPP 
inı = YUh2e20.2 4m) 





1+t 
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Da cos?9<1 ist, so kann 1-+2c0329.2?-H- "nur in zwei imaginäre Facto- 
ren von der Form 1-++«{? zerlegt werden, indessen läfst sich jene biqua- 
dratische Form in zwei quadratische Factoren zerlegen, welche die Formen 
1+ut2+7 und 1—ua!l+? 

haben, und welche beide reell sind, wie nun gezeigt werden soll. Es ist 
kKF—kR=1—2K, daherist 14+2cosd9I.+=1I+W HF IRt— 
(I+PY—4RrP—= (1+2ki+Ü)I—?2kt+tÜ); der obige Ausdruck von 
dn« lälst sich hiernach auch also darstellen 
vV(-+2r:+1).V(l—2Kkt+ 1?) 








4. dnz= 











1-1? E 
Wird dieser Ausdruck benutzt, so finden wir noch 
2 1—1? 
SD — ii T21tı2).VÜ—2ktt0)’ 
21 t 
OF = FILZ +). VÜ- 2 re) 
20 nen IE 
u ! ii 
W/ 2 
dncu = Aut la 





YV(l+2kt+t:).V(l—2kt-+-1?)’ 
Aus der Gleichung ?= taug $3amu folgt amu = ?arctang (f); das Dif- 








. . [2 » 2 ot 20t 
fi zial dieser Gleichune ist dnw.0 u = lo O0u = - “ 
lich ist, da für v=0 auch ?=0 sein muls, 
2,0t 
4 == oder 





6. JSoV (1-+2c00520.1? +1*)? 





2.01 
um na u 
Een emo warme ren, 
Setzt man in der Gleichung ?= tanglamw das Argument «= K, so wird 


GT T . 
amu=,;, also t=tanz = 1; daher haben wir zum Ausdrucke des 


Modular-Quadranten auch das bestimmte Integral 
20t 201 


1 1 
T. K =/ V (1420520 .1?+tt) =/ V(i-+2k:+t:).V(l—2kt +1? )° 








Zusatz. Ist A=sin45’=y1Ht, so ist cos?$ =0, also nun 


20t ı 208 
OFT 9 K=), vi)‘ 








Crelle’s Journal d. M. Bd. XVII, Hit. 3, 29 
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g. 48, 


Ueber den Zusammenhang zwischen den Funetionen von zw und der Function fang}am?u. 


Setzt man Z=tang}am?u oder auch ?=tnudnw, so können 
alle Formeln des $. 47. sogleich wieder gebraucht werden, wenn man nur 
durchweg Zu für u setzt. Die Integral- Formel für den Zusammenhang 
zwischen Z und & ıst daher nun 











ä 9 ot 
1 E u u Fr u > RER. 4.3 ein — F 
« „V(i—2kt+t)V (I+2kt+1t?) i oV (1+2e0s20.1?+1*) 
Y “ .. K .. ”".-ı. IT 
Nun ist =1 für v=— und für v=K ist am?u=7, also t=tang 


oder 2=%. Die Function ? hat nun einige Aehnlichkeit mit tnw selbst. 
Die cyklischen Modular-Functionen des Argumentes ?u lassen sich nun 
sehr bequem durch Z ausdrücken, nicht eben so einfach werden die Aus- 
drücke für die Functionen des einfachen Argumentes z selbst. Bemer- 
kenswerth sind indessen die Ausdrücke für sn“ und sncw, welche wir 
nun herleiten. Es ist nach $.32.«.: 

V(i-sn2u) —V (1— sn2u) 








snu = 
V(il+ksu2u)+YV (1—ksn2u)’ 
bahn viAit+sn2u)+V (1—sn2u) 
T YAtRksn2u)+V (l—ksn?u)’ 
V(t+%sn2u)—V (l—ksn 2u 
knu = + 





 VıA+sn2u) HY(I—sn2u) ? 
ksneu = V(ltksn2uW—V (l—ksn2u) 


vAi+sı2u)—V\ 





I—sn2u) ? 

















und substituirt man hierin für sn? den Werth sn2u= ER so erhält 
man die Ausdrücke: 
2t 
snu = V(I+2kR tt +-YV (1—2kı+t?)? 
V(I+2%Rt+19) —V(—2kt-+t?) 
snu = — yk EM 
3. 2 
SUCH = F7AL2K tt) FVA—2Kt+t2)? 
sncu = VER ER) SERTEREREN, 





2kt 
Man übersieht auch leicht, dafs sich aus dem ersten Ausdrucke für sn 
die drei übrigen auf der Stelle finden lassen, wenn man bedenkt, dals 


snu 





= tang Jam?uv=tnu dnau= ist. 


SDE 1 
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nu 


Die vorigen Formeln geben auch rückwärts die Bedeutungen der 
einzelnen Wurzel- Ausdrücke an, welche in ihnen vorkommen; da nämlich 


YA+2K+ER)LYU—2K+P) = ——- und 


sucu 
vA+rktHP)—y(l—r2ktHP) = Iksnu 


ist, so ist also 











i YA+2K+e) = — 4 konı, 
VvA—2kt+t) = —— — ksau. 


Subtrahirt man das Quadrat der letzten Gleichung von dem der ersten, so 
sn sn 

erhält man wieder 4kt!=4% u oder != _— — tang Jam?u. 

SUCU x 

+12 0? 

1-+- x? 

: : : 2 x? ki # 12 mi 27. 2\ 2 
stimmung von © die Gleichung !’ = — "> Du oder AA — PP), 
— 1— 1?) + V(1— 2c05s29.1? 2. 

1-4 c0520 








Setzt man tn« =, so ist ddu = ‚ also hat man zur Be- 





und hieraus folgt 
tinu — 





wenn wieder k=sin® gesetzt wird. 
Zusatz. Setzt man also 
2t _ V+2Rı +1?) — VIL—2Rt-+t%) 
* = YArSkte)tVA2kte) 7 
so ist 
Oz ot 
vi—-22),.VvA—R2) — VAF2R+e)VA- 2er)’ 
weil jedes dieser beiden Differenziale = du ist 
Anmerkung. Stellt man den Ausdruck von tn’ also dar: 
1—1?—V [1—2(K? Kr)? tt] __ u 220-270 -2 (RM? —k2)1? + 1] 
2K2 4k'? 2 
und beobachtet man, dals 
va—2(k? —- UP+t) = yi—tki—t)yi+2kı—t) 
ist, so kann man die Quadratwurzel auf beiden Seiten ausziehen und er- 
hält dadurch in einer imaginären Form den Ausdruck 
Vıl+2kti—t?)— V(1—2kti—t?) 























— tnD’u = 











mu = Ik l 
di _ VÜ+2ki—r)+V (—2kti—t?) 
tnc% a Vi+2RGi-122)—V (—m2ktimt?) 2 Kt it 
V(?+2rkti —1)—V (? —2kti—1 
tnu = + e I , 





29 * 
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\p 49. 


Zurückführung der eyklischen Modular-Fanetionen mit einem imaginären Modul von der Form 
cos@ tisin« auf solche Functionen mit einem reellen Modul, 


Nach $.47. ist, wenn ?=tang}amu gesetzt wird, 
u / 20t 
u 7" V(1-+2eos24.1?+1*)” 
Setzt man hierin für 2cos29 den Werth e”-Le””, so erhält man: 





9N}r 
i. uz= Mt. En 
vA Vi+t:e)y (lt? e20:) 


Führen wir, um nicht zu hyperbolischen, sondern zu cyklischen Sinus 








überzugehen, die Grölse (=- —) ein, so ist ee ti — ei 
und ei eHerti—= —et”', und also 
201 
J, VU—r.eH)yA— tr ei)" 
Es ist nun e®’ = cosh’ isn! = k+ik und et —= k—ik', daher kann 
die Gleichung auch also dargestellt werden: 


um 











PR: 20t 
Jo VÜ—(k-+ik')?12),V(l— (k—ikt)?t2)* 
. / . 2 —iKk’ 
Setzen wir nun z=(k-+iäA).t, also = und WR ne... 


k-+ik’ k-tik‘? 


u(k--ik’) u f oz _ 
, ’") VerSVarm 


Dieser Gleichung gemäls ist aber z oder £ (k+:k%k‘) der cyklische Modu- 

ulktHik) _. k—ik' 
— mit dem Modul A= ——— ) 
2 k-ik” Es 


wird nicht unzweckmälsig sein, dieses Resultat auf eine ursprüngliche Weise 


so erhalten wir 











lar-Sinus des Argumentes 


nachzuweisen. Zu dem Ende setzen wir 
’ v u (k ik' 
e=ulk+ık), ae — = .- E 





2 2 
. . . . . ‘.. UV 
ie eyklischen Modular-Functionen des imaginären Argumentes > also 
» » k—ik' ” .. . . u 
sollen sich auf den Modul — beziehen, während sich die cyklischen 


Modular-Functionen des Argumentes % selbst auf den Modul % beziehen ; 

halten wir diese Bemerkung im Sinne, so können wir die beiden Modul 

in der Bezeichnung ganz weglassen. Uebrigens setzen wir, wie vorhin, 
l ir I 4! 

Am 


err (k-ik) = RP — kr—N2ikk' = — 00329 —:sin?d, so dals 





also das erste Glied — cos?# negativ ist für 0< 45° und positiv ist für 
8>45". Nehmen wir nun an die Gleichung 











12 
iv 
Qi 
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nn; = En —= (k+ik‘) Vin: 
dann ist 
: [—eı 
As = (k—ık')t == Kin, 
oder 


sn ıt 


v . sn u / 
n„=(k+ik). 1+cu und Anz = (k — ik‘). 1+eonu° 


Aus diesen Gleichungen folgt. 
2k snu 1— cenu 2 (1—ksnu) 


(1-03) (1—asn 3) RD a 5 a u 1-+enu 


Setzen wir hierin —u für vw, wodurch sich auch v in —v verwandelt, 








so erhalten wir noch 


((+n2) (1 Hrn) = te, 


wird diese Gleichung mit der vorigen multiplieirt, und dann die Quadrat- 





wurzel ausgezogen, so erhält man 


.. V dn BE: 2 2 don 
2 Hr 1-+- cenu 


Differenzirt man aber die Gleichung 
® . 
sn. = (k ik‘) .tang}amw, 
so erhält man: 


a) d D 
v v 2. a c er u v DU. ou uU 





also 
Iduu.du 


n5dn PR; = (ki). 1-—+unu ? 
und wird diese Gleichung durch die vorige dividirt, so entsteht 
— (k+ik).dw also v = (k-+:ik').u, wie oben. 
Es bleibt nun noch übrig, aus den Gleichungen 





enu 


sn; —= (k-Fik').tangjamu = (k+ek'). Ve und 





r * 


V 


en 
Anz = —iK). Ve 


2 





die Ausdrücke für die übrigen sich auf den Modul A= - I; =, beziehen- 








. v u(k k' R 
den Modular -Functionen des Argumentes — = nu. ) herzuleiten. Man 


PAR zunächst 


er ba. FEUER I+cnu— (k— ik’)? Amen) 








cn5 7 


i-ren u 2 1-tFenu 
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. ® 
Stellen wir den Ausdruck en —-, welcher umgeformt werden mußs, vor, unter 


en . = "fa —i "FR AU 
2 I+enu 1--cou? 
dann ist 
a— ßB—2iy(aß) =1+enu — (M’— kR)(1—enu) — 2ikk’(l—cenu), 
also 
o—ß = 1+emu — (KK) ıl—onu)=1— R+k”?+ + R—R”).enn 
und 
2y(aß) = 2kk'’(1—cnu). 
Aus diesen Gleichungen findet man, wenn man die Quadrate derselben 
addirt und die Wurzel auszieht, nach einer leichten Re.luetion 
«+2 = 2dnu undda a—Pß = 2A” 2h’enu; 
—= dnu+kcanu+4A”, und B= duu— A’ecnu—k”, 














also 
“u We y“ u--k?euu+ 7°? us y/ dnu —— 2 en u — 712 und 
Bi + cnu 1-+enu 
- = y“ hs el ah + iy= u— k?enu— k'2 . 
2 1-4 cuu 1-tcou 


Diese Formeln können auch also dargestellt werden: 
ui £ Er ) eu u_og 1— en ) Br V(r. Er enu _ ee 
3 2 I--en u i-+enu I1+cuu I-enu 
er RS: I+-ıln u ‚„ 1—enu A „ 1—enu 1— ıdn ') 
nat. Akuaz v Fe Ah red „ V K, I+cou A1+enu/' 
$. 50. 
Die vorhin entwickelten Formelo, ae cyklischen Modu- 
k— 7, . 
Per en — (k— ik’) zurück- 


geführt werden auf eyklische Modular - Functionen des Argumentes « mit 








lar- Funetionen mit dem imaginären Modul \ = 


dem Modul Ak, werden noch ein wenig einfacher, wenn man in ihnen Iu 
für u setzt. Behält man die Bezeichnung 


v —= (k+ik)u 
bei, und bezieht man die Modular-Functionen des Argumentes ® zugleich 
auf jenen Modul A, so verwandelt sich die Formel 
sn —- —= (k+ik)tanglamu 


sogleich in: 


snv = (k-+ik)tangtam?u 














iv 
iw 
Lt 
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oder 
l. snoe=(k+ik)toadna und Asnvo=(k—ih’).tnudau. 


Die Formein (3.) verwandeln a nun in 


{5} ‚ui 35 er ‘) 
is ine) ana Be mn) —iyY(r.i en. 1—ıdn? =. 
t-- en2u en i-+cen2u 1+c02u 
ea: do? ce ee) PN 77 Rdmiusd 1 —cen?2u PR mn... \ 
l-+en2u 1--cn2u 1+eo2u 1+ en?2u 
14+-dn ?u dn? u 1 —du?u is 
u — = KK 1 nd 
1-+-en2u en? u? L-ten2u k sn u un 
— -— -—_ — tn’u dn’w ist, so werden diese Formeln 


erst sn? u dnru ;yE so? udn?u—k?sn?uen?u 
co? u 














dn® 


I 











Da aber dem $. 32. a. gemäls 








en? u 


sn? u 


dn? . . In? 
2. nvr—=— —-ikk.— , dubvo=Z—&rikk. . 


en u ein eu u en u 














Setzen wir den mit A conjugirten Modul YI—N)=NX’, 80 ist 


Dieser Ausdruck mufs noch in einer andern Gestalt dargestellt werden. 
Est ist zunächst A’ = YIkk'.y(2e).(k—ik'), da aber Yı)=1-+: ist, 
so findet man N=y(?kk').1+?)(k—ik') oder 

3... N = y(Rrkl)[k+k+(k—K'):]. 

Die Formeln für en» und dnv dienen nun auch noch zur Bestim- 
mung der den beiden Moduln A und A’ zugehörigen Modular- Quadranten, 
welche wir mit Z und Z‘ bezeichnen. Es mufs Z, so bestimmt werden, 
dals en Z=0 sei; daher haben wir die Gleichung 


dn?u— ikk’sn? 





=0, oder du’u—ikksn’um 0. 


eu u 
Der durch diese Gleichung bestimmte Werth von # giebt mit k-Hik’ mul- 
tiplicirt den PAIN Werth von L. Es ist aber jene Gleichung einerlei mit 


.; ge? BE ; 2 
ihk‘. Zr = 7.ene%, 


folglich ist 


9 k’ ik’ 
au=,.=—75; also cncu=y(—?R:). y, 
da aber y(—2:) =1—1 ist, so ist 
Rt kt 
K,ik Eu: j 
und weil nach $. 32, auch en (> in, = (1—?) V;; ist, So ist 











228 15. Gudermann, Theorie der Mod.- Funct. und der Mod.- Inteer. 8.50. 


> K 1 IK’ K 7% 
— a rm I — # b7 en ı ” 
K U a ‘) { ‘ ’ OÖ de r U En ( Er MEI ar ig 5) 


kik' . 
und also der dem Modul A = Erin zugehörige Modular - Ouadrant 





K iK’ ı K—1iK 
., ZZ =s(k 7] =: % 
4 " (K+ R 2 2 k—ık' 
dn? sn? 


Die Gleichung dav = — +ikl. 


enu 





- kann nun zur Probe dienen. 


K iK’ 
Setzt man = 5,80 muß o=L und also dn»® —XA’ werden. 
Da nun aber dn’u = zkk’sn’w ist, so er wir zunächst dnv 
Dikk’ sn? u iu 2 k—ik' 2 k 
sun - ; weil ferner sn’® = ——- und =(l—29] 
Eu k ci 


erhalten wir durch die Substitution dieser Werthe 


dnv = (k—ik/)I+i).y(2kk'), 








ist, so 


oder auch 


dnav = y(?kk').[k+k-ik—kN)] = 
dn? « : „ap 


en u 
Stelle «2, so verwandelt sich der Gleichung v = (ktikyu gemäls auch 
dn’? sn’? u 1 
her en (v2) = —— Likl'. und da auec zn. 
v in vi, daher ist ar - Lik Ze auch en (vi) = Ir 
ist, wenn sich die Function en’v auf den Modul A’ bezieht, so erhalten 


wir die Gleichung 


sn? 








Setzt man in der Formel av = “für u an die 





en’ u 


dn’? u-ik k’su/?2u? 
welche zur Bestimmung des Modular- Quadranten Z’ dient, der zum Mo- 





cn® = 


dul A’ gehört; sol nv=0, also v=L' sein, so muls cnu=0, also 
u KK’ sein; daher ist 





. K' 
5. L' = (k+:k).K = u 
. ıF K z vw. . 
und es ist also T=5075 Hiernach haben wir also Ba Lehrsatz: 
 g k—ik’ E23 
Wird ee statt des Moduls k gesetzt, so verwandelt sich . en ı (> —;) R 
{) In L 


Zusatz. Da 
kit ’ Yu 9) isn —9)] 
A = TIP = (k—ik) = [eos (3 9 : sin(,, Ö 
= cos (7 — 29) —isin (7 — 29) 


ist, so ist also 
— cos?!9—:sin?d, und 
(— 1)".(cos2nd+isin?nd), wenn kÄ=sind gesetzt wird. 


> 
Il 


a 
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$. 51. 
Zurückführung der eyklischen Modular- Functionen auf andere mit einem kleineren Argumente 
und kleinerem Modul, 
Wir kommen noch einmal auf die Formeln des $. 47. zurück, in- 
dem wir dem $. 30. gemäfs darin kw für % und — siatt des Moduls A 


ı 


setzen. Die Function Z=tang}amu wird nun 


1 
! = tang}am (Ru, —) oder 





ie I—dnu _ ksnu __ 1—dau 

1+-dou 4+-dnu m ksnu oder 

por V(itkssu)—V(l—ksnu) 

ne V(i--ksuu) +V (l—ksuu)* 
Die Formeln (2.) und (3.) werden nun 
BE. ”.. 2 e 

ee a Be CDU = ' 1 ( ) er. 

1-+ı?? 1-+1?? 1-+1t? 

und die Formel (6.) des $. 47. verwandelt sich jetzt in 


ku = Ba 
Sy 41 (3-1)e+0] 


Der in dieser Formel enthaltene Wurzel- Ausdruck kann jetzt in zwei 
reelle Factoren zerlegt werden, in welchen die erste Potenz von Z nicht 
vorkommt, und wodurch man erhält: 


ku 1 N En wer 
Yı-5e]|Vı- 5) i 














L 


= 





iv 
Führen wir eine neue Gröfse z ein, nämlich z = = Ir” 
o_ k’ 1—k’ 


1— hr 
6 zu — 1+ ip” s—=\2z, wenn man AT setzt; da nun auch, 








so Ist 


er , an - 
ol= —— öx ist, so erhalten wir 
Er z ” 


(Fu =/ V (1—:?). Dar 22)? 


da für Z=0 auch % und z gleich Null sind. Dieser Gleichung gemülfs 








4 


; r i 1-7 x 
ist aber 2 der cyklische Modular - Sinus des Argumentes mit dem 


Modul A. Die beiden Modul A und X’ sind durch die Gleich: 


n 
ung m= 
mit einander verbunden; ist X =y(1—NX?) der mit A conjugirte Modul 
so haben wir überhaupt die Gleichungen: 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XVII. Hit. 3. 30 
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iz 1-K (EZ PER Ri. 

- —T1-p kt TO \VII+R)HVU—R) m 1+k’? 
Br ie aYı nd 

k = Ir? k = i+7 und 12. == 4r.k, 





. . un: Ze k? . . 
welchen gemäls A<A ist; da nämlich \ = TeOr ist, so ist AA, 
und da A’<Ck ist, so ist um so mehr auch A<A. 


Setzen wir ferner: 


IE 


gm U, 





also ruck wärts 


2 
iR? = (1+X).v, und ku=?2yX.v, 


und beziehen wir im Folgenden alle Modular - Funciionen des Argumentes 





= u = 


v auf den Modul A, nämlich snv, env, tnv, duv, ferner amv; hingegen 
sn’v, en’v, dn’v, tn‘v, wie auch am’v auf den conjugirten Modul A‘, so 
können wir den Zusammenhang zwischen den sich auf den Modul A be= 
ziehenden Functionen des Argumentes ® und den sich auf den Modul k 
beziehenden Funetionen des Argumentes % in einfachen Formeln ausdrücken, 








Da Fr —= yX ist, so erhält man, wenn in der Gleichung ?= 
I— dnu a j 
er x der Werth != ee und z = spv substituirt wird, auf der 


Stelle die Formel 


1 
yAsnv =tang}am (R u, —); oder 


dnu 
welche auch also dargestellt werden kann: 


vr aachen Ve w 
V(i+ksnu)—V (l—ksou) 1+ksn u 14+-Y%.snv 
V (l+kso u)+V (1—ksnu)? oder I-ksnu — I-Visv 

Der Gleichung (2.) gemäls ist v<{u, und da auch A\<% ist, so be- 
ziehen sich also die Functionen sn®, cn®, dnv, tnv, amv auf ein kleine- 
res Argument v<{u und zugleich auf einen kleineren Modul A<A. Will 
man umgekehrt die Functionen von % durch Functionen von v® ausdrücken, 
so hat man nur den Werth Z=yX.snv in den zu Anfange dieses Para- 
sraphen aufgestellten Formeln zu substituiren. 


I+xr' ‚/A—don __ (1+-k')sou 
1—x' Va ” 1 duu folgt 


3. 








YA.snv = 








Aus der Formel snv = 


4 N "RS ar 
a cn V® Bu {+ dnu ? 
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N—x „1-4 1—XK’)s 
und aus der Formel Asnv = Vier +. = Su2 a folgt 


9 /K du u 
"7 dov = V; +7 P itdou 1 
ferner ist 


{4% ‚1 — duu 
6. naeh V 2 da u—k’? 
u er y“ u—k _ s/fi+K /A—dueu __ (IH Kenu 
BO In Ei uk Pi itduecun du+k ? 


8 cncet = A su v En 2k’ 1— dou Ri y I rei 
dv  Fi—k tin Fi 1—+ducu ? 


ee y 2% ‚Atdou rn 2 k’4- dncu 
I+k'F K'--duu 1--K' P 1 -+-ducu 
Die Functionen des Complementes von v® für den Modul A hangen also 
ebenso von dem Argumente K—u ab, wie die Functionen von ® selbst 
für den Modul A vom Argumente a abhangen, 
$. 92. 

Die Formeln (4.) und (5.) bieten einen bemerkenswerthen Um- 
stand dar; setzt man in der einen Formel — %k‘ für A’, so verwandelt sie 
sich in die andere; daraus kann man schlielsen, dals sie sich bequem als 
Biuome werden darstellen lassen, welche nur in den Vorzeichen vor den 
zweiten Gliedern verschieden sind, 

Setzt man, da im Allgemeinen dnv > cnv ist, 


a ß am 
cov — Vic vn 1--dnu und dn v ea er er + Va 


1 . a nv ] 9 
164 __ env—dnv — (‘ ze oe ß 


80 soll also Va = 2 ’ over er ve ee 




















7. 












































—duu 
dhv—cenv\? . . du?» ten? v dn u — k’? 
— in: R ze rne 
= ( 5 ) sein; es ist aber 2 MAtdn? ferner 
N nn 2 V (dn?u—k'?) _ eu ER 2dnv env en u 
Bench se "ie 1 duu "A1Hrdau 4 — In? 
daher ist 
dnu— k’? duw— k‘? 
= T 1 cnu nd P= ni — enu, oder 
1—dnı 1—dn: 
dü = 1 4 CDU — (=) und ß —= 1— cnuU — (— -) z 
und also 


we yierer 2 re een Ten 
ao er k2'1-t-dou VE kt +dnu/? 





6 I+cenu 1 er [t bednn 1 1— duu\ 
dnv = Mer Orr IHdau +7 + duu — 4 Tu)‘ 
30 ° 
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Es können diese Formeln auch also dargestellt werden: 
(IF en uy(douw-Len u) y“ — enu) (da u — enu) 





cat = 



































(1--doau)? (1-+- dau)? ’ 
PORN: (1--cnu)(dnu-- en x) + Ve ee] 
(1--dnu)? (1-+-duu)? ” 
Da dem $. 32. a. gemüls ist 
2 k? sn? u. cn? . 2 du? 5 
1—dnu = — —, 1-dnu = ’ 
1—k? sut — 41— k2snt —_ 
2 > 
2 cn? nd 2 sn? z I? 
1--enu = se. i—cnu = _, 
1— x? en“ 1—xk? nt 
2 cn? 2 do? — YX2 9? 
2 2 2 
dna--cnu = : dnz—cnu = r 
1—k? snt TREE N 
so erhält man durch die Substitution dieser Werthe 
y\.sn® = ksn- SnC > 
cn? =; k’so? B cn? . k’sn? =: 
2 2 2 , 
cn® — —_ dnv = 4 R 
d Ri dn = do Zn d u 
il > 3 5) D 1 
oder nach einer geringen Abänderung: 
u “ 
sn®o = (1l+-Ä).sn 7 SNCZ; 


10. cD® = eo snc ——sn - cnc — 
2 2 2 2? 

173 U uU u 

dn® = cn — snc — sn — cnc — 
z sacy Fsnzenyz. 


Die mittlere von diesen Formein kann auch also dargestellt werden: 
u 


. uU 
c03 amd = sın amc — cos am 5) 


cosamce-— sinam- —= sin (ame “— am >) : 
BD us; 2 3, 


es ist aiso 


st u u 
11. am = (Z—amc$)+amf, 


und die letzte Formel ist einerlei mit da = sin (ame > am 2) . Es ist 


nt u 1 1 
tang (7 — ame 5) = = 








d zu tn, daher ist die For- 


u 
fang ame 03 int — 


2 











r 
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mel (11.) einerlei mit 
12. am = am— + arc tang (A tn tn— 


Aus den Formeln da’ — = A" A’ cn’ 5= 1—k' aA folgt 




















dn? as 1 — dan? — 
„u ce 2 d „ u BER m; 
cn D2 — k2 un Sn D% ra k? > 
werden diese Werthe substituirt, so erhält man 
da — — duc— dn — bp dns & 
3. = — md v=— - 
s 1—1 er re 
Aus den Gleichungen 
DEE a? — Ken 
snv = (144) und av = Fin 
[23 
da oy da = 


folgt 
(14%) tn 5 


1er 





14. wo = 


Führt man in diese Gleichung den Modul X statt A’ ein, so erhält man 


u u 
2 sn oy u 3 


. —, und es ist also 
(1-44) en? an (1— 4) sn? C2 





zunächst tnv = 





, u 
sin 2 am c2 
15. {nv = . ® 
cos 2aın Dy +4 


Div= (144). = ist, so ist vr > 5, und also v zwischen den Grenzen 


— und enthalten. 








2 
$. 53. 
Kehrt man die Gleichung YX.snv = rd er um, so erhält man: 
__ 41—4As0?v 
16. dnu= IFimiv° 
Da d’u—=1—k’sn’u ist, so findet man ksnu = Be - ‚ oder, weil 


22V. 
k= 773 i+3 ist, 
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(1--A)snv 
1-+-Asn?v * 


. R __ (A—snv)(1— sn — Asnv) (1-+ sov) (1-42 snv) 
Hiewaus folgt I—snu = pa ie 3 Prague und 1+sna = la 




















also ı 
18. Y- sn A Aha 14 is0v Fe 

1 — sıu 1- suv #41—AsuvV 

19. er Kirn nen 


1+Asn?v ” 1—Asue?v® 
Aus (17.) und (19.) erhält man durch Division 


MN in v 1 doc 
“0, tn = AN. = Dia 





Ferner erhält man 
en v du 88:2 
21. suu=m — Lo Ad-+2s inc 
1— 4:0? v 1-42 soc?v 


ist, so erhält man, wenn der Werth A = 


/snu 


dnz 


tuirt wird, 99 PARTEI (1— 2) snv 





1 
Da cncu = 1 T 13 - substi- 





1— Asn?v ® 
Hieraus folgt aber leicht: 


A-tencu __ „/l+sov ee 
ö ee Bu 2 vr 14+4suv” 


Aus (18,) und (23.) folgt durch Multiplication: 
04 1+snu „/I--eneu _ 1+snv 


1—suu P!1i—ccu ” 1—sıv° 
Nimmt man die natürlichen Logarithmen auf beiden Seiten dieser Glei- 
chung, so hat man: 


7 
23 














st 
Camute(I = ame u) 




















Xamv = 5 ; eben so findet man: 
29. 
Cameut 8 (I — am .) 
Wr zu r 
Yamcv z 
. .. . U 14 
Aus den FR (13.), nämlich dn Z — duc = irzemv und 
dn + duc — z =; cr — dnv folgt durch Addition und Subtracetion 
a u __ dnvtAenv L BE, dnv—Aenv, 
und hieraus findet sich 
/A—dnven v—- isn? {+ du venv +isn? 
wer ee tie y, sno ji +duv 2 +isn fi 
27 
r Brimme auge: u 1— dav cnv — Asn?v 
en — en — = ; 








2 2 2 
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u 1 . 
28. cos2am. = dnvnv—Asn’v; cos ame = —davenv— Asn'v, 


29. sin?am —=snv(dnv-+Ncnv); sin 2amc—- —= sn» (dnv—AXenv). 





Aus der Gleichung (15.) folgt, wenn für tn» sein Werth ML m 
CDU cos am U 
gesetzt wird, nach Fortschaffung der Nenner 
sin (2.am $ —amı) — Asnv, oder 
30. am > —= lamv -+ Larcsin(Asnv). 


Nach Formel (12.) ist amv>am- und dieser Formel gemäls ist ame < 


2am >; wenn amv<{7z ist, daher liegt dann am®v zwischen den Grenzen 
1 u u . ., L) 
am und 2am-.. Da cos (2 am > —am) = dnv immer positiv ist, so 


lange % und also auch v reel sind, so muls 2am —amo immer zwi- 
schen den Grenzen +9 und —# enthalten sein, wenn 9 den Arcus des 
Moduls bezeichnet, welcher <Z ist; das Glied arcsin(\snv) kann zwar 
bald positiv, bald negativ sein, jenachdem snv positiv oder negativ ist, 
seine absolute Grölse ist aber immer < >. 


Die Formel (30.) kann auch also dargestellt werden: 





) 
am— — }amv-+-}arctang ( 2), 
3] 2 du v 
am z = 3amv + larccos (dnv). 


Diese letzte Formel wäre die einfachste, aber sie lälst unbestimmt, 
ob das zweite Glied positiv oder negativ sei. 


$. 54. 

Bezeichnen wir die beiden neuen Modular-Quadranten, den zum 
Modul A gehörigen mit L, und den zum Modul X‘ gehörenden mit L/, 
80 findet sich am einfachsten die Grölse von Z nach der Formel (4.) im 
$. 51.; soll nämlich env=0 sein, so muls dnu—k'—=0, also uv=KR 


1-4 
2 
A +8# 

L=- 


sein; da aber immer ® = 





.u ist, so ist also: 


‚K, oder umgekehrt 
32. 


2 
K= 1reb- 
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Setzt man in der Formel (5.) vu=ÄK, also dnau=kX‘, so erhält 


Ar Be Re 
man dnv = Vom = iz =N, wie auch sein mußs. 





Setzt man in der Formel (4.) wi für w und vi für v, so erhält man: 


1 
1-4 ——_ 
1 —xX’ / sne’u 1—x' 1-+ d 
cnv = V— -y oder av = V y ur 
l 2 1 v 9 2 1— X’ sne’ u? 


sne’ u 


Eur 











14% 
2 
.u Der durch die Gleichung en’» =0O bestimmte Werth von 








und die Gleichung = .u verwandelt sich in v2 = .u?, oder 


14 X 
2 
v ist der zum Modul A’ gehörende Modular - Quadrant L‘. Es mufs dem- 


nach sneu = —1, alo A'tu=3K' und tu=2K sein; da u positiv 
sein soll, so ist also u=2Ä’ und 


J 
3 u Vor armR 


Alle übrigen Formeln bestätigen die Richtigkeit dieser Bestimmung. Aus 


den Gleichungen (32.) und (33.) folgt durch Division: 





0 — 
U wm 











IL K 
7 = 37, oder umgekehrt 
34. D 
Ba 
K' ——— m,” 
L.' 
Wird also : 7 I 7, statt des Moduls k gesetzt, so verwandelt sich das Ver- 
K K 
Tr pe L.—. 
hältonils FT in 1 7 
a . war; 1-1 1—Kk' 
Die m Modular-Gleichungen k = iT7> “= A= irvw’ 
93 
und = gr ugr bieten einen bemerkenswerthen Umstand dar; setzen wir 
in ihnen %’ für X und bezeichnen den dadurch geänderten Werth des 


2yk' 


frühern Moduls %& mit z, so haben wir x = Ip} und daauch A’= AM 


ip kt 


ist, so ist also 2=N/; vertauschen wir also Ak’ mit A, so vertauschen wir 


auch / mit X‘, und umgekehrt. Man kann also in allen vorhergehenden 


Formeln gleichzeitig setzen: 

A für, Afürk, KfüurX und Akfür X, 
ohne dafs jene Formeln dadurch unrichtig werde, Damit die cyklischen 
Modular-Functionen des Argumentes % sich demnächst wieder auf den 
Modul A, welcher >X ist, beziehen, so setzen wir gleichzeitig vw: für v, 
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und weil dann auch das frühere Argument imaginär wird, so setzen wir 
wi für w. 
Hiernach verwandelt sich die Gleichung toauw = (IX). 


tn’wi)—= (14). u oder auch 


zn dei | sin A-+X). en 
In dieser Gleichung bezieht sich die Function sn?» wieder auf den Modul 
A, welcher <% ist, und die Functionen snz, snc% beziehen sich auf 
den Modul %; sie hat grofse Uebereinstimmung mit der Formel (10.) im 


iv . 
Un v . 


oder snow = (1+4#A’).snzsncew. 


$.52., und wird einerlei damit, wenn man — für & setzt. Die Gleichung 








2 
{ k' . ’ . 1 4 . y 
v TE g verwandelt sich nun in oder u. = Eu 
(1 
also ist w = u=(1+k\)u, unddv= ir) 


Bi 


w = 2v. 
Die Formel snw=(1-4%‘).snusnew stimmt mit der ersten von 


den Formeln (10.) im $. 52. überein, wenn man darin 5 für © und v 


für w setzt. Ueberhaupt darf man in den Formeln (10.) — (15.), wie 
auch in den Formeln (26.) — (31.) setzen für E wenn man gleichzei- 


tig w= (1+h’)u setzt für v. 


$. 55, 


Einfache Berechnungs -Art des Modular - Quadranten X aus dem gegebenen Modul X, 


2y k' 
Den vorhin entwickelten Formeln X = TE und = ir® fer- 


ner Ä = cr L gemüfs kann man den gegebenen Modul % auf einen 
kleineren A (oder den Modul A’ auf einen grölseren A‘) zurückführen, zu- 
gleich aber auch den Quadranten Ä auf einen kleineren L. Bezeichnen 
wir die aus dem Modul % durch wiederholte Anwendung der angegebe- 
nen Formeln hergeleiteten, immer kleiner werdenden Modul der Reihe 
nach mit Ä,, Ay, A;, hy, »... A,, die conjugirten immer gröfser werden- 


den Modul aber mit Ak, k,, k\, ki, .... A; die den erstgenannten Mo- 


duln zugehörigen immer kleiner werdenden Modular- Quadranten aber mit 

K,, K:, K;, K,,.... K, (die conjugirten immer grölser werdenden Qua- 

dranten aber mit K/, K/, K), K;, .... K'), so haben wir A\= Ä,, also 
Crelle's Journal d& M. BA XViul. Hit. 3. 31 











238 15. Gudermann, Theorie der Nlod,- Funct. und der Mod.- Integr, $. 55. 
um ef — . a sn en 1— X N 2vy# 
= k ud L=K; es ist mitbin u, = Ir®’ = ir® und 
 - 7 Fr ‚K,. Setzen wir ferner 
. kt: ko: m. P fa DR 
1 v m ? ki m,” k, m,’ k\= ph, .... kh,=—5 


so können wir die sämmtlichen Nenner dieser Brüche willkürlich wählen, 
ihre Zähler werden dann aber völlig bestimmt sein. 





Substituiren wir die beiden ersten Brüche in der Formel A! = = /E Aut 
k' 
so wird sie + 
n, 2YV (mn) 
m, m+n ?° 
setzen wir also 
__ mn 
m=—,—;, 80 ist n,=y(mn), eben so 
__m,+n . 
m=—.,—, soist m=y(m.n), 
m n . 
m, tn . 
N; = Ketzer Ya $) so ıst n, ji v (m; .N;)> 
us Se We U. 8. W. 


Den ersten Nenner können wir noch beliebig wählen; setzen wir aber 
m=i, sost n=K). 

Da jeder folgende Nenner das arithmetische, jeder folgende Zähler aber 

das geometrische Mittel zwischen dem Zähler und Nenner des vorherge- 


henden Bruches ist, so erhellet deutlich, dafs die auf einander folgenden 
k, etc. sich 
- —1 (also A,=0), 


r 





”. n n Na n 
Brüche —, —, —, —- et» oder die Modul X‘, ki, k}, 


m m, My Mg 
Ist aber k' = 





sehr rasch der Grenze Eins nähern. 


so setzen wir 








m—n=ı. 
Wird auch in der Formel K = =-Kı für %’ der Bruch — — substituirt, 
Im > Mm a 
so verwandelt sie sich no K = — —. AK, = —.Ä,; daher ist 
mt n m, 
re 
m — m, [u m, za. 000 — m; z 


Wird auch in dieser Formel r so gro[s genommen, dafs m, =n,= n, also 
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k,=0 ist, so ist K,=5, und da m=1 ist, so ist auch 
. Km, 
N 


Bei Rechnungen in bestimmten Zahlen ist schon n, hinlänglich genau 





=n,, und also jede dieser Zahlen =, zumal da immer % als <sin 7» 
also A'> sin 7 angesehen werden darf, wie bald gezeigt werden soll. 


Aus der Formel (3.) folgt rückwärts 15% und es hat also 7 hier die- 


selbe Bedeutung, wie im $. 10. Die in den Formeln (2.) vorkommenden 
Gröfsen nennen wir die zum Modul % gehörigen Modular- Zahlen, 


Zusatz. Ist der Quadrant Ä berechnet, so hat man auch R= 
m.A; R,=m.K; R,=m,.K; R,=m,.K; u s w. 


$. 56. 


Berechnung des Quadranten X’, wenn sein Modul A’ wenig von Eins verschieden ist, 


Wenn der Modul A sehr klein, also der zugehörige Modular-Qua- 


drant K näherungsweise = > ist, so ist bekanntlich der conjugirte Qua- 


drant sehr grols, und zwar desto grölser, je weniger k’ von Eins ver- 
schieden ist. Der Quadrant K’ kann in einem solchen Falle nach einer 
Näherungs- Formel berechnet werden, welche ein desto richtigeres Resul- 
tat giebt, je kleiner der Modul % ist. Es hat mit dieser Berechnung eine 
ähnliche Bewandtnils, wie mit der Berechnung der cyklischen Tangente 
eines Winkels, welcher vom rechten Winkel wenig verschieden ist. 
. 7 NER 
Es ist argam‘(P) = K 7 us f am en N. 
setzen wir nun in dem im Zäbler befindlichen Wurzelausdrucke, weil hier der 
Fehler den geringsten Einfluls hat, A =1, so ist Y(1— k”sin’®)= cos?, 
und also näherungsweise 


Oope 1 2 (A sin p) 
r A opcsp  __ f c I 
arg am‘(D) =/ 1—k’? sin?g k’S 1—k'?:sin?p? oder 
1-+-Ksiny 


1 — X’ sin Y z 

















an 1 
arg am’(d) = — Arc Tang (K’sin Q) = 7 log 


gt 


Setzt man in dieser Formel ® = —-, so erhält man ebenfalls nüherungs- 


weise: R ; 
. + 14x 

BF an ge 9 VS) EZ 
RK u log | 1— Pr log k v 


31* 
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Auch diese Formel zeigt, dals A‘ desto grölser wird, je kleiner k genom- 
men wird, da log dieselbe Eigenschaft hat. Wir stellen diese Formel 


vor unter 


et 144 
K'= g—- = los ga + log, 


und richten sie also ein, dals sie auch auf den Modul —  palst, da auch der 


Modul 





1 . . ° [ 
-; wenig von Eins verschieden ist, wenn %‘ ag RER wenig 


% 


verschieden ist. Setzt man aber = statt des Moduls A’, also = statt %, 
so verwandelt sich rn $. 31. Zusatz 1. gemäls) der Modul K'‘ in 


kKK—iK)= K— . ‚„ wegen der Kleinheit von %; daher haben wir 


- gt ak’ < 
ES BERRE... — lo ht; 


ak’! 
k 


Mittel zwischen diesem Resultate und dem vorigen RK’ = log —; so erhal- 


K'’ = log EI) 


. Nehmen wir das arıthmetische 





® ° gti 
oder, weil log? = T ist, A’=log 


ten wir die Form 





. “ . . 1 k . 
Setzen wir jetzt hierin 7, statt k', und a statt ä, so erhalten wir 








K'— nd. — log ( ir en) = log (7 — log? oder 


EEE ayk’ 
= log ( k ) ’ 
d. h. der Ausdruck für den Quadranten X’ palst nun nicht blofs auf den 


Modul A‘, sondern auch auf den Modul n ‚ weil der Ausdruck sich wie- 





der in sich selbst verwandelt, wenn = statt des Moduls A’ gesetzt wird. 


Es bleibt noch die Constante «& zu ermittela übrig, und zu diesem Ende 


verkleinern wir den Modul % noch einmal. Dem $. 54. gemäls ist 

K _L' 
 £ 
so muls 2K’=L/ sein, und also auch 


Km) oder 210g (lH) = g(eYA), 
folglich 4 


‚ oder da wegen der Kleinheit von A und ist K= L=7, 








2. MER av 
7 


Ra Ya 





7 und also u=..7. 
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a 4). 1—4 k? 41. 
Da aber = dry und 4‘ =ı77 also — =; ist, so ist 
/ 
== 2 = Va und dieser Ausdruck reducirt sich auf a=4, da 


der Modul A’ noch weniger von Eins verschieden ist, als der Modul X‘. 
Hiernach haben wir also die Formel 
ade 


K' = log ( r 


zum Ausdrucke des Modular-Quadranten A’, wenn der zugehörige Mo- 
dul A’ wenig von Eins verschieden ist, und es ist diese Formel desto 


richtiger, je kleiner der Modul Ak ist. Bei sehr grofser Kleinheit von % 


4 


kann der Ausdruck auf A’=1log—- beschränkt werden. 








Anmerkung. Der so eben gefundene Ausdruck A’ = log () 
oder K’=log 3 kann als das Anfangsglied einer so rasch convergiren« 


den Reihe betrachtet werden, dals die darauf folgenden Glieder ihrer grofsen 
Kleinheit wegen auf das zu findende Resultat keinen Einfluls mehr haben. 


$. 37. 
Berechnung des Quadranten X’ aus denselben Modularzahlen, welche zur Berechnung 


des Quadranten X dienten, 


Wenden wir dieselbe Bezeichnung an, wie im $. 55., so ist nach $. 54.: 


‘ f} 





K_K . K,_A&. Km) _ K, 
2.K rn’ eben so ıst 2%. a ©, oo... u Freu A 
Werden diese # Gleichungen mit einander multiplicirt, so erhält man 
„IX K, 
em 


Ist der zum Quadranten K, gehörende Modul %, hinlänglich genau = 0 


. r st 
geworden, so ist A,— „- und also 
rı 2 K’ 
u 
I r * = — — 0 K ” 


oder da K/= log >. ist, so ist 


„K 2 4aYkı, 41 16 k, 
=; 18 = = 1og( }, 











also 
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oder auch 

















u aa 
B, e K zn V( ‘7 ) 
168) * 
y 41: 1—xk, ü k? 47; 
Da K= I. und A = ist, so st — — 
i rk If, 5 ist —, und also 
k? 
= Vo ‚ oder auch 
e and io V k} R 
/ .(yk) 16 %% ? 


eben so ist 





pa 
= 
> ID 
.. 


16H .(yki )’ 


oder 





4 
VE 

16%, ’ 
8 


ey um hz 
16,7? 


Vi ae, 











- 17 . 
U. S. W. 


Werden diese Gleichungen mit einander multiplieirt, und diejenigen Fac- 
toren weggelassen, welche sich, weil sie sich auf beiden Seiten befinden, 
aufheben, so erhält man die Formel 


o' 
u N 
. 


. = a7 
| Er — = io. ET...) vky. 
Wird dieser Werth in der Gleichung (1.) substituirt, und dann » als 
unendlich grofs angesehen, so hat man die Formel 
nı K' 
ER I EEE, 
x 
wodurch die Exponential- Grölse Pa; als ein Product unendlich vieler 
Factoren dargestellt worden ist; diese Factoren nähern sich aber sehr 
rasch der Grenze Eins, und aus diesem Grunde geben schon einige erste 
Factoren des Productes, etwa bis zum Factor (ki yWs ; bei wirklichen An- 


wendungen ein hinlänglich genaues Resultat. 


ä 


Man kann rückwärts sehr leicht zeigen, dals die Exponential- Gröfse 


eK 
1 


e * durch das gefundene Product vollkommen characterisirt wird. Ver- 


tauschen wir nämlich in jenem Producte den Modul A mit A,, also auch 
k‘ mit A‘, wie auch A mit Ä\, und K’ mit K7, so erhalten wir: 
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nK, 
e ı — 16 HK... As 
wird das Quadrat der Gleichung (2.) hierdurch dividirt, so entsteht die 


Gleichung: 


4‘ 


2nıK 
Te 6%‘ 


vv +- ( ıN3 1 DA, 

K K — s 

? rg; ol (R- ar? 

und der Ausdruck auf der rechten 10 ei sich auf Eins, wenn 


darin die Werthe k= 774: un und Ak = : CH 2 L substituirt werden: der Ex- 
K’ K' 


ponent der Potenz von e ist also =0, oder auch 2.7 = 7, was mit 


der Formel (34.) im $. 54. übereinstimmt. 
Werden für A‘, ki, k\, k‘ etc. die im $. 55. angegebenen Brüche 


substituirt, und wird auch jetzt wieder > = n gesetzt, so erhält man, 
wenn auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen genommen werden, 


die rasch convergirende Reihe 


3. 4.K' = log (I) + 2og (Ar) + 810g) +rtlog (F) 
+ log (2) +. 


Hiernach kann also der Quadrant A’ aus denselben Modular - Zah- 
len berechnet werden, welche zur Berechnung von n oder K dem $.55. 
gemäls dienten, Die Reihe (3.) convergirt desto rascher, je grölser der 
Modul %’ ist, und die Berechnung von n oder A nach dem im $. 55. an- 
gegebenen Verfahren geht ebenfalls desto rascher von Statten, je grölser 
k’ ist. Man vereinigt also beide Vortheile, wenn man nach dem Ver- 
fahren des $. 55. denjenigen Quadranten berechnet, dessen Modul <sin45" 
ist, und nach der so eben gefundenen Reihe den conjugirten Quadranten, 


dessen Modul > sin 45° ist. 














$. 98. 


Darstellung der Functionen sin (nu), cos(mu) und tang(n7u), wenn amu gegeben ist, und 
der Functionen Sin (nu), Cos(nu) und Zang (nu), wenn am/w gegeben ist, als Producte 
anendlich vieler Factoren in Anwendung derselben Modular-Zablen, welche zur Berechnung 


von Ä oder n dienen, 
Ist in den Formeln des $.51. bis 9.54. v=u,, so kann man eine 


ganze Reihe von Argumenten %,, %, U, %y ....%,, die sich auf die 
Modul Ä,, Ay, Ay, ....%, beziehen, herleiten, deren jedes von dem vor- 
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hergehenden eben so abhängt, wie das Argument «, oder » von « abhängt. 
Es sei ferner ame =D, am, =D, am, =Q®,, am, =D,, amu, —=Q,, 
u.s. w., bis ama,—={®,, indem wir die successiven Modul A&,, Az, Ays +: - 

. k,, worauf sich diese Amplituden beziehen, der Kürze wegen in der 
RER OENE g weglassen. Es istnun dnu=y (cos®’®-+%”sin’®), und wenn 
wir Shedieinn die Bezeichnung des $. 55. anwenden, 


dnu = V(cos° D Po; = "; sin?) = V (m? cos? p-en?sin? PM, 


m 








Setzen wir also: 
A = y(m’co®’d®-+n’sin’®), A, = yY(mi cos’, +n?sin’®,), 
v(m}cos®’P,-+n}sin®,) uw s. w., 





so ist 
A A A A \, 
dnu=-—, dıuvw=—, dınha,=-—, dawyw=-Z,.... due, 


Substituiren wir in der Formel (5.) des $. 5l. die angenommenen Zei- 
chen, so haben wir, da ve=u, sein soll, die Formel 


ee +A 
= Yzr. VET: 


A = VS: mm), eben so ist 
A, VatSı.m, m.); 


m, t&Aı 


/{n +-& N ); 
A. a V 2 . 
A ] Fe MM; 


UL. 85 We, 


AU iu ; 


a ver Pas ne 1+2 








oder auch 








und nach diesen ziemlich einfachen Formeln müssen die Grölsen A,, A, 
ls Ars sr: Z, berechnet werden. Auch diese Grölsen nähern sich 
der Geenze rn, welcher sich die Modular- Zahlen im $. 55. nühern; denn 
d en — y (in; cos®’d,+n;sin’®,) ist, so ist, wenn m,=n,=n wird, 
A,=ry (cos’®d,+sin’d,) =r. . 

<= mM 


| | 2. : di jur} ee 
Nach Formel (2,) des $ 5l. ist u © ae ee hi De 


ı 


>) 


U . U. U; . . 4, 
also -—— — = —2 ....=-—, oder wenn m,=y Ist, so st = —, 
m m, Mm; Mm; N 


oder auch 


u, = u, 
d. b. die Argumente %, %, %, Us +++. %, nähern sich der Grenze u. 
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Da ferner ®,=amu, ist, so ist auch, wenn %, hinlänglich genau = 0 ist, 
P,=u,=nu, d.h. die Amplituden ®, ®,, ©, Ds, -»»- ®, nähern sich 
eben so schnell derselben Grenze nu. 

Der Formel(20.) im $.53. gemäßs ist tna= (1X). 


minn, 


N 2 


4 "ES 
dow, Ä-Fk’ dou, 








—— —- , oder auch 
m, duu, 


m . m ın 
nu=,-tmu; eben so ist nu=z- tn, ins, == z..tm%,, ws W 
1 2 3 


Da nun tnw,—tangu,==tang (nu) wird, wenn 7 hinlänglich grofs oder 
lieber unendlich grofs genommen wird, so erhält man durch die Multipli- 
cation der vorstehenden Gleichungen die Formel 


tang (uU) = tangQ. (=: in A, A, 


[3 . ’ 
9 m mn, Ma. My 
” 


tang (na) = ntang®. (m Eu 2 Au he 


m, m, m, 

Die Factoren dieses Productes convergiren nun sehr rasch gegen die Grenze 
Eins, daA,=m,=n ist, und zwar desto rascher, je kleiner der Mo- 
dul % ist. 





zii oder auch, da m=1 ist, 











1-+x% a :. 
4, = 77 .— . 91. gemi ze2 
Der Formel snu, =; Tan, 50% des $. 5l. gemäls ist sn, 
———-snu, eben so sn“ ed sn4, SnU, = u sn %,, u.8 
SER y su m, +&; en ’ m r&: ea 


Da nun snw, = sin(yw) wird bei gehöriger Kleinheit von k, oder Gröfse 
von r, so erhält man durch die Multiplication jener Gleichungen 
: j 2m 2m 2m 2m 
2 — 1 2 3 4 
3. sinnu) = ein dr nr En ® 
enu, __(l-+FR)enu 
dan, — K-dnu 











Der Formel (7.) des $. 5l, gemäls ist snow, = 


2m, 
Po. Kun also 
a+A 2A, 
u cnu; eben so ist cn“ cn%,, u 8 w. 
Cn%, — ni B) 2 = = 13 8. W 


Aus diesen Gleichungen erhält man eben so, wie vorhin 


28, 2A, 2A 
4.  cos(nu) = c0s®. (2 IR er SER A 7 








Im Allgemeinen hat keine der drei Formeln (2.), (3.), (4.) einen Vorzug 

vor der anderen; die eine convergirt so rasch als die andere; die sämmt- 

lichen briggischen Logarithmen, welche bei ibrer Anwendung vorkom- 

men, kamen auch schon bei der recurrirenden Berechnung der Grölsen 

Ar, Ar; As, A, etc. vor, und die Modular-Zablen des $. 55., welche 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVIIL Hit. 3. 32 
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hier wieder gebraucht werden, dienten schon zur Berechnung von 7; ist 
„u nach einer von diesen Formeln berechnet worden, so erhält man durch 
Division die Grölse von % selbst. Die Berechnung von A, = y(i—Ä° sin’ D) 
kann durch ein bekanntes Verfahren erleichtert werden. 

Zusatz. Setzen wir in den obigen Formeln u?, wi, u? etc. 
für u, u,, u, etc., ohne den Modul mit dem conjugirten zu vertauschen, 








. . ] ‘ 7 2 
so verwandelt sch A= daz n A= —F- = y(l+A’to”u); setzen 
/ Be 12 S] 2 2 
wirnun am’u=v\, soist A=y(1+4 Atang’)) = url: a 


cos W 
Modular-Zahlen bleiben nun dieselben, wie im $.55., auch bleiben die 
Formeln (1.) ungeändert, welche zur Berechnung von A,, Ar, Zs etc. 
aus A=y(1-+%A’tang’)) dienen, obgleich diese Gröfsen selbst nun an- 
dere Werthe erhalten. 


V (m? —n? sin? ,) 








Da ı,= a ist, so erhalten wir auch nun, wenn 
’ r 
m,=n,=n geworden ist, 
. r YV(t— sin? ,) 
u — . — f} 


4 C0S ur 
Da sich nun aber tang® = tux in ?sn’w=isind; cos® = cn“ in 
1 


0. un . f7 /P RR ’ - . / ae EZ 2. . 
u  cow und sin® =sna in ötn’w=itangW abüändert, so erhalten 





wir die Formeln: 




















A A NA A 
r T 1 I l a i .( - . _. B n . —: re 
Js ang Nu, sin Y m m, mn, Mn ’ 
i 2m 2m 2m 
. U) mn t no | A 1 . 2 ” °_ En. 
6 Ein (n aus 'Y mt A m, A, m, +&; 4 
: 2A 4% 2A 
7. Sos(yu) = ( A B: ). 
Los (nu) cos %y nA rn, ri, m +&%; 


Die Anwendung der ersten Formel für Zang (7%) ist nicht zu empfehlen, 
wenn u beträchtlich grols ist, weil der Arcus(nw) aus dem bekannten 
Werthe von Tang(y«) dann nicht scharf genug bestimmt werden kann. 


$. 59. 


Die Grölse u dargestellt in rasch convergirenden Reihen, wenn amu oder am’ u gegeben ist, 
in Anwendung derselben Modular- Zahlen, welche zur Berechnung von 7 oder K dienen, 


Setzt man in den Formeln des $. 52., wie auch in der Formel (2.) 
des $.51. und der Formel (30.) des $. 53. jetzt % für >; u, für © und 


k, für X, so erhült man 
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1 
u = 1+ x «U, 
Zu du u + doeu 
nu = ———, 
1-+-xX' 
a dn z.— dseu 
enu, = 1-2 y 


sna, —= (1+Xk)snusncz® und 





, k,rnu 
ama = Jam, + }aresin (A, sn“) = Jamu, + 3 arc tang Fi u, ) , 


Wenden wir dieselben Modular-Zahlen, wie in $. 55. an, so haben wir, 

















m 2u u . u N u 
u= u, oder — —=—; eben so ist 2. =—, 2.2=— us, w. 
mt n m m, Mm; M z My My 
Werden diese Gleichungen mit einander multiplieirt, so erhält man Y.u—=—. 
Mm; 
, .. .. . u 
Da sich nun m, der Grenze n nähert, so nähert sich also 5 der Grenze 
r 
amu . 
„u, und —— derselben Grenze nu, da sich der Modul Ak, der Grenze 
Null nähert. 
. V V V 
Setzt man wieder vu = —, dvw= —, du = —;,.. 
m m, M; 
\7 n 
— + —)m 
V ’ V (2 ) mn 
.dıuy,=--, sist = - Y_ de = a (7+72). Da 
Mr ın 1 x m 1 \Y 


mn==n? ist, so kann die Formel auch also geschrieben werden: 


I 
ee MR 
V,= 11V T7 ; eben so ist 











n? 
V, — (v4 a 
5 Wa 
V Varal Mi! 
3 2 Vs+ -- 
V; 
u. 5. W. 
n 
Ber, 
. m V 
Ferner ist en, = ‚„ und also 
Kl ; 
"au =] (v 2) 
. — DD Ir RB SÜFERFER 
2 : i V 
Aus dieser Gleichung und der vorhin hergeleiteten erhält man durch Ad- 
dition ——. ent + Yı=V und also rück wärts: 
nn 
yau = V—\Y,. 


Wir wenden noch die folgende Bezeichnung an: 


32° 
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mn men 
Ö, == 2 ‚Sud, , Ö, —” 5—.sn%:, 
nn mn 
Ö, = —,—° .50%,, d, == u a, :S5nU,, 
Us 8. We 


und entwickeln, ehe wir weiter gehen, die Formeln, welche zu einer 
scharfen Berechnung der Gröfsen Öö,, 02, 05, 6,, etc. dienen. Es ist 


Er 4 EN ia 
k ‚sn%, und en SER ‚Sn wen u — (I-Fk’)sinpcosp 
2 da u V 


anu=d, also V=y(l—A’sin’®) gesetzt wird; daher ist 
u k? sin pcosp 
2V 
Die folgenden Coöffcienten 02.03, Ö4, ds etc. können bequemer berech- 
net werden. 


zu= 
nüchst d, = 








r) wenn 









































di mı—n, $uu 11} 
Es ist = BGE da aber snz, = man sn“, cnu, = 
TR ag, en“, ist, so ist 
Vi 
6, _ men ou,, 
os, men. V, ’ 
v ER. 0 DR 
da aber conu, = te ist, so entsteht 
d, PEN 2(m| —n)) V-V, 
d, vor (m—n)® Wu y 
Dieser Ausdruck gestattet noch eine Reduction, 
Aus den Gleichungen m, = ac und 2, = y (mn) folgt auf der 
Ee 2 
Stelle m! —n? = (m 2 M ‚„ und es ist also 
in — 2 sı S ” 
pn; af am 3£ NarLad | Dun 2 eben so ist 
2 Vz 2Ve«.2V, 
Ö un Va Vo ‚Am (V—V, NY Yo m, 
' Ai 29.29, 
Del Am Ya Va A DER EEE 3W. — Vo). Rteinpoosp 
Tr Ft a 29.29,:2 9,29; 
un V.-vV, (7 —-V MV, —V,)(7,—-V;) (Vs V,).k? sinp cos 
: 2V, tr 33V. 2V,. 2V;: 2V3° 22V, 
1. 5 W 


Die Grölsen d,, 0, di, d etc, werden nicht alle positiv sein, wenn auch 
ö, positiv ist, weil auch die Differenzen V—V,, Vı—V:,;, Vı—V;, 
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V,—V, etc, nieht immer positiv sein werden. Uebrigens nähern sich 
die Größsen V> V,, Va> V3, V, etc. sehr rasch dem Verhältnisse der 
Gleichheit, und es wird V,=», wenn m, —=n,=n wird. Eine Folge 
hiervon ist aber, dafs die Grölsen Ö,, d,, Ö,, Ö, etc. eine überaus rasch 
convergirende Reihe bilden; in den meisten Fällen ist schon ö, hinläng- 
lich genau = 0. 

Nach diesen Vorbereitungen ist es nun leicht, n% in einer rasch con- 


vergirenden Reihe darzustellen, Es ist anu= lamı, +} are sin (k, sn%,), 


Ir Im, \$t so haben wir 


. Ö . 
amz = Lamw, + Farc sin (>); eben so ist: 
ı 





da aber = 


Il 


BE... 
4amu, 4am u, -- 4 arc sin (=); 


2 
 . 
llama, = }amz, + Farc sin (=) 
uU. Se Ws. ’ 
Durch die Addition dieser Gleichungen erhält man 
1 1 . fo 48, 49, 
am u = ,, amu, + larc sin (=) + 4 arcsin (=) -+ Larc sin (>) 4... 


Mm; 2 3 
4 . arc sin (>) 
.... gr m; [3 
Vergrölsert man aber r hinlänglich, so nähert sich 
und es ist also 


ss es Ö Ö 
4, nu=D — Larcsin (>) — larc sın (=) — larc sin (=)— I_arcsin (=>) 
N D 2 m, 4 m, 8 m; Io m, 


Ö, 


2 
nz 


1.3 


„am, der Grenze nu, 
E 


u 3 arc sin ( 





) — etc. 


. k,s 
Da arcsin(k,sn w,)= + arecos(dn 4,)=arc tang ( 2 - -) = arc fang ( 9 ) 
nu, m,.duu, 








= arctang (=) ist, so kann die vorige Reihe auch also dargestellt werden: 
| 


5. nu = P— Zarctang (=) — Farce tang (=) — Larc tang (<>) 


1 2 3 


Ö Öö 
— „ arc tang (+ — „„arcta —)— tc. 
16 n = gz nz = eic 


Die einzelnen Glieder, welche in diesen Reihen auf ® folgen, baben un- 
geachtet der Vorzeichen (—) vor ihnen nicht jedesmal eine Verminde- 
rung zur Folge, da unter den Grölsen RE, & ‚od, etc. einige auch 
negativ sein werden. 
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“ 


Den so eben entwickelten Formeln gemüfs müssen, um nu zu be- 
rechnen, aufser den Modular-Zahlen des $. 55. und den Größen V, V,; 


V,, V;, V, ete., auch noch die Größen Ö,, &> 03, 0, , 0, etc. berechnet 
werden; die Berechnung der zuletzt genannten Grölsen kann man um- 


gehen, wenn man, da arc sin (A, sn%,) = + arc cos(dn %,) = +arc cos (), 
. . IM; 
die Formel also schreibt: 


6. um P-+ 4 0,.arc cos ( 


J 


| 





ı) + 1u,.arc cos (2) 


m; Na 


) + etc., 


MN 


|< 


4 1.0,.arc cos ( 


und unter jedem von den Zeichen &,, &, &;, @&, etc. versteht entweder 
-+-1 oder —1. Vergleicht man diese Reihe mit den vorigen, so sieht 
man, dafs die unbekannten Vorzeichen sich lediglich nach den Zählern 
der Ausdrücke Öö,, &,, &,, Ö, ete. richten, Ist, wie wir hier annehmen, 
ama oder P<>; so ist 


u, = —1. 
Ferner haben die übrigen Gröfsen @,, d;, 4, Q, etc., deren jede = +1 
ist, dieselben Vorzeichen: 
% mit —(V—V})); 
5 mit — (V—V,)(Vı—V:); 
. mit -V-V)M-V)M—V), 
G mit — (V—-V)(Vı—V:)(Ve—V;:)(V3>—V,) 
u. 8. w. 
Iliernach lassen sich die Vorzeichen &, 4, Q, %, eto., auch ohne die 
angegebenen Producte wirklich zu berechnen, schon aus der blolsen An- 
sicht der Grölsen V, Vı> Va, V3, V, etc. bestimmen, wenn man nur 
darauf achtet, ob diese Grölsen, statt abzunehmen, zunehmen. Jedesmal 
findet ein Zeichenwechsel Statt, wenn eine folgende von diesen Grölsen 
gröfser ist, als die ihr zunächst vorhergehende, und durch diese einfache 
Bemerkung sind alle Vorzeichen in der Reihe (6.) völlig bestimmt. 


Da die in der Reihe (6.) vorkommenden Arcus im Fortgange sehr 
rasch immer kleiner und kleiner werden, und also mittelst der Cosinus 
nicht scharf zu bestimmen sind, so wird man die Reihe (6.) endlich also 
darstellen: 
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im 
cn 
h- 





7. yu=D-+u,arc tang (7 +) -4- . .arc tang az) 


nu z.arc tang (az: iv, 2) + g ‚arc fang er) 


+ 16. arc fang 3 (y- 35) + etc. 


Zusatz. Setzt man v2 für v, w,ö für u, ö für , ws Wi; 
so bleiben die Gröfsen V, V,, V; etc. reell, nur ändern sie ihre Bedeu- 
tungen. Setzt man am'u =, so verwandelt sich V—= y(1—k’ sn?u) 
in V=y(l+#tn”w) odr V=y(1-+%?tang’)). 

Die Formeln (1.), welche zur Berechnung von V,, V,, V,, 9, etc. 
dienen, bleiben ungeändert, wie auch die Modular-Zahlen des $.55. Die 

















.. k’snuen r RT: ; 72 {n/ 
Größe d, = —T verwandelt sich nun in i), = 4", getzt man 
22V 2V ea’u 
aulserdem noch 0, für d,, ©ö, für d,, 20, für d, etc., so hat man 
(n __ k*’tangwy 
BEN mm , 
2 V cosw 








—_ Y=Vı sg —_ V-Vı) Ktangy 
A AR, a -® 
Var" VW kr? tangıy 

Gi Tr 3 ee 

u V-VJWVızV)Va—Vs) Krtangy 

22V; 2V.2V,:2V,:2V, cos 1 
yo YızYı gs - V-WN- VY)V—VYlYs—Vı) R:tangy 
aV, 29.2 V,:2V,:2V3,+2V, cos ıy 

\ u. Ss. W 

Da nun aufserdem amui? =: Amu =:8am'u=it,) ist, so haben 


wir also zur Berechnung von u aus am’u = die Reihen: 
N | Öö 
ty] 4 MC (2) — 4 Arc Sin (= 
9 nu 2b— 4 Arc Sin (> :) - 4 Arc Sin >) ı Arc Sin (=) 
— 1 Arc Sin > 2) 


gi Arc Sin (>) — etc., 
10. nu = Lu — 4 ArcTana ) — 1 AccTang I- I ArcIang ea 








BI 























hi 5 ö, 
— 15 ArcTang (>) — zi5 Arc Tanz e) — etc. 
4 


6) 
Anmerkung 1. Es ist ein hbemerkenswerther Umstand, dafs so- 


wobl die unendlichen Producte im $. 58. als auch die so eben gefunde- 
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nen Reihen einen im Ganzen gleichen Grad der Convergenz haben, wel- 
cher nicht von der Gröfse der Amplituden ® und W, sondern lediglich 
von der Grölse des Moduls % oder A’ abhängt. Ist der Modul der gege- 


benen Amplitude <[sin .» so wird man sie =P= amz setzen, und also 
die Formeln (2.), (3.), (4.) des $.58. oder die Formeln (4.), (5.), 7) 
des $. 59. anwenden; ist aber der Modul der gegebenen Amplitude >sin — 73 


so wird man sie = W=am’w setzen, und dann überhaupt die Formeln 
(5.), (6.), (7.) des $.58. oder die Formeln (9.) und (10.) des $. 59. an 
wenden, wenn in beiden Fällen die Rechnung so kurz, als möglich, sein 
soll. Wir werden, wie hier, so in der Zukunft immer uns den Modul % 


als <sin, und den Modul A’ als >sin Z- vorstellen, wenn das Gegen- 
theil nicht ausdrücklich erwähnt wird. 


NUNG 2. Wenn man in der m gebrauchten Modular - Glei- 
k—ik! 
Kin 
wie im $.49., und es kann dieser Ausdruck auch also dargestellt werden: 
a): Wenn man gleichzeitig ku für u setzt, so 
verwandeln sich die Formeln des $. 5l., $. 52., $, 93. in die des $. 48, 
und $. 49, 


chung 1=iTH statt des Moduls A setzt —, so erhält man \= 





Eünfter Abschnitt 


$. 60. 


Von der Integration der Modular - Fanctionen, 


Differenzürt man den Ausdruck ?!= = Arc TZang (ksn a sn“), indem 


ade . „ sn a euu dau.d 
man u als veründerlich betrachtet, so erhält man d= ETETEREN 





1— k? su? asu?u” 
Dieser Ausdruck kann auch also dargestellt werden: _ ru Zu) 3 


und es ist also 


1. a wei nu u „ie i 


— Arc Tang (ksnasnu). 








2 
Setzt man in dieser Formel «-+?K’ für a, so verwandelt sie sich zu« 
nüchst in 
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are, +. _ 1 
ke: sea u) suola—u snu 
u 5- = -- Arc Tang ( r-), 


0 3 na 
und es ıst also 


f eu ou = & *). 
i» 
eg fi: - rem (a-Fu) E; sn (a— u) Yirc2 zang sna 


” 0 


Setzt man in der Formel (1.) zuerst K— ua für a, so verwandelt 








sie sich In: 


— u)-I-en u) 1 

sne\ a u sne (a uUle fa 7) 

Es / ou = — Arc Tany(k snca sau); 
9 2 





0) 
- e I’ fü va .. > 1 k 
setzt man in dieser Formel nun Aa für a und Au für w, ferner — statt 


n 


des Moduls Ak, so erhält man auf der Stelle: 











’en(a—u)-Fen(a-Fu) - 1 k 
5 .cu= aretang|\-,enaencu), oder 
0 u. 
3. ” enfa—u)-tHen(a+u) a 1 kena snu 
.cu = —arctang | ———). 
0 2 k du 


Vertauscht man in dieser Formel den Modul % mit %‘, indem man «a; für 
a4 und wi für u setzt, so verwandelt sie sich in: 


3 3 1 K's 
1 ou ou ) a (ra) 
4. 0° er (a— u) + BR k' ArcZang enadau 
ene u 
= —  ArcTang 3l ). 


ena 











Setzt man in der nah (3.) ka für a, ku für u und 3 statt des 


Moduls k, so verwandelt sie sich in: 
u mn In 
3. ıf ni En Sg, Pre arctang (dna tn«), 
0 


was mit den Formeln (13) und (14.) im $. 22. übereinstimmt. Setzt 
man in dieser Formel AX—u für a, so verwandelt sie sich in: 


. fi (a +) — = arc tang Be 


Vertauscht man in der Formel (1.) die beiden conjugirten Modul, und 
setzt man «i für a, wie aueh w: für z, so erhält man: 


y. / tun (a4 u) „un (a— u) I 

















\ 





1 
zr Arc Zang(A’tna tn), 


und eben so erhält man aus der Formel (2.) 


8. Si min (a-+ u) + tn er )= ArcZ I 6 ) ' 
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254 15. Gudermann, Theorie der Mod.- Funct. und der Mod. -Integr. $. 61. 


$. 61, 
Der Formel dam(a+u) = +dn(a+u)du gemäls ist rückwärts 


: dn(a+u).döu = am(4-+uw)-Hconst. und 
Sn (a—u).2u = am(a—u) + oont. 
In beiden Fällen findet man die Constante = —ama, und es ist also 
; fi dn (a+u).ou = am (a+u) -ama == arc tang (tn(@+u))—arc tang (tna), 
/- dn (a-u).du = am(a-u)—ama = arctang (tn(a—u)) —arc tang (tna). 


Aus diesen beiden Formeln erhält man durch Addition: 


jrrzeeTe au __ am(a--u)tam(a—u) 








und diese Formel verwandelt sich nach $.12. in 


dn( — Inla— 
2. J - rel Mezuday— arctang (tna dnz) —arctang(tn«), 


oder auch in: 


$ da (@a— u) — dn(a-+ı) . 


2 








BEER 
l--tu? aduu j 
Setzt man in den Formeln (1,) K—.a für a, so erhält man: 


z ou an  Jare t . 1 4) j s( 1 )] 
„ du(a— u) u | vs (5 "in (a—u) ET REN k'twa/j? 


ou = arc tang ( 

















oder auch 
D = 
er - u — [are tang (A’tna) —arctang (k’tn (a—w))], 
0 > 
F x; Ta === — [are tang (A tn «) — arctang (kK’tn(a + u))]. 
0 


Die Formel (2.) aber a sich in 


ou ou 1 | y > k’tna ] 
4. f 1 (a 2 a) arc tang (k’tna) arc tang ( ye> ) . 


Setzt man in den Gleichungen (1.) ka für a, ku für u, und — statt des 











Moduls k, so erhält man: 
2 en(«+ u). Cu 
“ 

/ -wm(a—u).du == 








\ 


jm | 


- [are tang (Fe) —-arc fang 5 2] 2 


ksn(a— u) 


* - [are tang ( Zen) ) — arctang ( — )] . 








und die Formel (2.) giebt eben so: 
— en (a—u) = (a-+u) ksnacnu\ _ ksna 
6. / du = y 4 [are tang (“" 7 ) arotang (”-" 6 )] , 

















Fünfter Abschnitt $6f. 
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Setzt man in den Gleichungen (5.) «i für a, wi für «, nachdem man die 
beiden conjugirten Modul mit einander vertauscht hat, so erhält man: 


. Venkan = Ener) ie] 


F: = = Due 4 [Arc Zang (— u) — ArcTang r ..- Sl ’ 


dn(a — u) 
und die Formel (6.) nn sich in 


8. Si: I = — [Are ang" Fr a BE Arc Fang (= _ -)]. 


en 7 
Setzt man in der Formel (5.) K—a für a, so hat man zunächst 


Joe (a—u).cu = = Jarc tang (Z en («—u)) — arc tang (£ en a)]. 


Hieraus erhält man nach $. 31. sofort 




















S sn(a—u).cdu = 7 [ArcTang (A snc(a—u)) — ArcZang(k snca)], 
9 > 


J, sn(a+u).ou = z [ArcTang (A snca) — Arc Tang(k sno(@a + «))]. 


Wird auch in der Formel (6.) gesetzt K—a für a, so wird sie 


enec(a- Fu) — ene(a— 1 k x 
SI (a+ u) 5 (a—u) ‚sum 5 Jarc tang (7 en a) — arc tany (> en@een x)| r 
0 ? 


k' 
und dem $. 31. gemäls verwandelt sie sich in 


sn (a-+-u) — sn (a— u) 
10. Fr 5 ‚ou 


== — [ArcTang(k snea) — Arc Tang (k suca suca)]. 


Aus den Formeln (7.) erhält man in gleicher Weise: 











; 2 ern” ArcTang (snea) — ArcTang(sne(@-+u)) und 





u 


IS, 2 = Mretang(e(@—w)) — Arc Zang(onca), 
und aus (8.) erhält man: 





1 


eu ou 
12. Ex | Fr == ArcZang (- *) — Arc Tang (snc a). 
Vertauscht man die beiden conjugirten Modul 
wie auch u? für u, so erhält man noch: 





‚ und setzt man «a: für a, 
F tn (a—u).du= . [Arc Tang (daea) — ArcTang(dnc(a —u))], 

u 

14 to (a +u).2u = + [ArcTang(dne (a +u)) — ArcTang (dnca)], 

14. /, in (at) —in(a—u) 





n .ou= — 2 [Me zang (Fe )— Arc Zang (dnc a)], 
33 * 








356 15. Gudermann, Theorie der Mod. - Funct. und der Mod.- Interr, 


g. Gi. 


- 


» Eh. are 2. a N _- \ 
| 4 Er Arc Zang (Una) — ArcTang(dn(a-+x)), 


f 
\r ou 
—— re & \ Hr 2 
I/ a ArcZang (dn(a—U)) — Ari Tang (da a), 


zu ou ou dn a 
s 1 | — — — — — | = ra (TE) — Arc? af ‚\ 
16 / 2 I- u | ArcTang ri ArcTang (dne). 


0 


Zusatz. Aus den entwickelten Formeln machen wir nun uoch 
folgende Zusammenstellung: 























sna een uU daue U 1 \ nn 
1. Tagen = Zz AreTang (ksna sn) + C 
f enco de asnın 2 uU ae ; 9 Y 
8. I rs 7 = — —RXrcrlang (k sncasnev) + C, 
. 1 — 2: sn?®a su? u 
: [ era enu ou a 1 t 1: » 
3... Sea = eng mamen) +C, 
f'sua dna sau daue u 1 k . 
4, Nie 7 RR u encaen u) +6 
 doadou.ou ı% \ C 
3. J ITestımz > arctang (dinatau) + C, 
(’k? snacmasnuenu ou ’ 
(* re ee Pe — Me \ ' 
6. nee = aretang(tnadau) + C, 
’ snaemadın.du RE - . / 
ö bie ri u es , a j d \ Y 
1. F u?aen?u— k'tsutası?u X er RRuB (h Ina nu, + C 
. dnasnı mu.Ou 1 /dnca 
ne iin She A —— uni yY w 3(- ) C, 
5 See a > 7 Y m wirt Ta 2 
8 J/en?acn?u—k'*:su?asa’u k' du u r 





# 


ena da aemudnudu u snu 
Milnec Are =. Hs Tanc 
9, 2 7 Erd ©, 
en?acun?u— Ak’? sn?ası’ u snca 


kK'? naenn.Ou sn ‚ 
BEER. a... HR (ec Tang (= b c 
10. Va aenu— k'*: su?a sı? u ? ang SDC U Tr 7 





\ 








j 


'sna enudnu du 
11. / Ä Ä Arc Tang (— 


sı?@a—sı?u 








a ’'enadnasnucdu Her Pa 
ES 2 2 GEREEEND rc zelt 
u Bu” a — Su“ u 





enaenu ou 1 u Ben N . 
- — — Arclangı —) + ( 
13. N en? ı —k'?! su?asn’u k' et = g en a ? 


14. ’  snadna snu dnu du 





- 


1 ( =) . 
4 n Ü 
eu? a cu? u—k'? sn? a su? u k ArcTa N) +L, 








iv 
au 
u 


Fünfter Abschnitt |.60%. 








doadnu du 1 . 

15. ir dn?uf-k? Kk'2 su?asu?u r°; arc tang (dnc« tn «) + C, 
k?snacnasuuenudu 1 

16. [ ’ — == — 2 

du? a dan? uk? k'? su? a su? u k’ aro fang (dne u tna)-+ C 





snaenadnıu du nu 
17, gi; — ArcTang (2) +6, 
( 


su? a —su’u 


dnasnu enu du daa 
18. Ei — Arclang (=) +6 
> \duu 


sn®a— sı? u 





Alle vorhin betrachtete Integrale lassen sich also als Amplituden, oder 
auch entweder als cyklische oder als hyperbolische Arcus darstellen. 


$. 62. 


Zweite Differenziale der eyklischen Modular - Functionen und ihrer natürlichen Logarithmen. 


Differenzürt man die Gleichung  snw = en dnu.du noch einmal, 
so erhält man ö’sna = (—Äk’snu en’u—snudn’u)dw, und es ist also 


0? suu u ax ae 
l. ——— — —(1+A”)snu+ 2%’ sn’u. 


Eben so findet man noch die Formeln: 


9? en R Be 
OU 


0° Inu f a) 
3. -— = (1+%”) tns + 2%” to’u, 


ou* 


0? dnu Ä } 
4, Tasse .-. (1 -- k'”) don u — ? dn’ U. 
u 


Ist also z irgend eine Modular-Function des Argumentes u, so hat ihr 


zweites Differenzial-Verhältnils jeden Falles die Form 


0° s+ ßz’ 
> — U«S we 


[97 











ou? 
‘. ” 7 P . .. 
Da überhaupt log P= —- ist, so erhält man 
oO log sn u eonudnu _ duu __ Kenu 
$ du u gnu u 
O log enu —snudou —suu 
einen HR = —— = —tanglam?u = —tnu dnu, 





0 ld u? sıtu 
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O log da u k? gnuenu R 
du nu 
ö log tou du u dn 1 





ou en? utnu EDUCHU sn u sucu” 


Differenzürt man diese Formeln noch einmal, so erhält man nach einer 
leichten Reduction: 


5, 0? log sn 


























FF nn I? sn’ — r 
6. 0? zu Me A ’ 
7, 0? nn Be An?u + En 
8. en —= k"tnu— .. u 
Da 1—k”—k’=0 ist, so kann die Formel (6.) auch also geschrieben 
rerden: 
a 9, 0? log en u du? x 








ou? cn? u 


Zum Beschlusse entwickeln wir noch das zweite Differenzial- Verhältnils 
von dn’w. Es ist 





2 dn? 
[8 nu 
—— = — ?2k’sntenudnv, 
u 
also 
Oo? du 2%? dn?u su’ + 2%* sn? u s 2% cn’u do? 
1 — ie cn uU— cn’u n’%. 


Setzen wir der Kürze wegen da’vw=!t, alo Asuu=1—t und 
BR con’u = t—k”, so ist 
o*t 


a = 221 —t) + 2 1 —t)(E—k") — Yd—k®), 


oder, wenn man nach Potenzen von £ ordnet, 


tt _ 24H 68, für 1 Ann. 


ou? 


(Die Fortsetzung folgt im nächsten Hefte. ) 
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16. 
Sur l’usage des series infinies dans la theorie des 


nombres. 
(Par Mr. G. Lejeune Dirichlet, prof. a Yuuiversit@ de Berlin.) 





Ose toute progression arithmetique dont le premier terme et la raison 
sont des entiers sans diviseur commun, renferme une infinit@ de nombres 
premiers, c’est une proposition qui se pr@sente, pour ainsi dire, d’elle- 
möme, mais dont la demonstration rigoureuse n’en est pas moins sujette 
a de grandes difhieulte. Lillustre Legendre qui la employde comme 
lemme dans differentes recherches et particulierement pour &tablir la belle 
loi de reciprocit@ qu’il avait d@couverte entre deux nombres premiers im- 
pairs quelconques, s’est aussi attache ü en donner la d@monstration qui 
ctait en eflet ü desirer, a cause des nombreuses applications dont la pro-= 
position est susceptible. Cette demonstration dont le prineipe est tres 
ingenieux, ne semble pas complete; en la considerant avec beaucoup d’at- 
tention, on reconnait que l’auteur y fait usage d’un theor&me quil ne 
fonde que sur Pinduction, et qui n’est peut-Ötre pas moins diffieile A prou= 
ver que la proposition que l’auteur en deduit. Du moins les tentatives 
que yai faites pour completer les recherches de ZLegendre, ne m’ont pas 
reussi et jJai Et& oblig& de recourir ä des moyens tout ä fait diff@rents. 
Je suis parvenu ü £tablir la proposition dont il s’agit, en m’appuyant sur 
les proprietes d’une classe de series infinies, qui ont beaucoup d’analogie 
avec celles qu’Euler considere dans le chap. XV. de son Introd. A l’Anal. 
de l'inf. Depuis que jai @erit le m&moire qui contient cette d@monstra- 
tion, et qui paraitra dans le volume de l’Acad&emie de Berlin, actuellement 
sous presse, jai continue Aa approfondir les proprietes des series dont j’y 
ai fait usage. Ces nouvelles recherches m’ont fait reconnaitre que la con- 
sideration des series de cette espece constitue une methode tres feconde 
d’analyse indeterminee, et qui s’applique & des questions tres varices. En 
attendant que je puisse achever un travail &tendu sur cette matiere, je 
vais indiquer rapidement quelques applications nouvelles de ce genre d’ana- 
Iyse. La methode que j’emploie, me parait surtout meriter quelque at- 
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tention par la liaison qu’elle etablit entre l’Analyse infinitdsimale et I Arith- 


#, » \ A 
metique transcendante, et jespere que sous ce rapport elle pourra m&me 
intöresser les geometres qui ne s’occupent pas specialement des questions 


relatives aux proprietes des nombres, 





La lettre g designant un nombre premier positif 4, +3, les nombres 

premiers positifs impairs et dillErents de g seront de deux especes. Pour 
.‘\ \ . Mi ld ld 

ceux de la premiere espece que nous designerons generalement par p on 


asuivant la notation et un theoreme connus, (3) = (2) —= 1, tandis que 
q 
\ FA | — e 
ceux de la seconde espece, designes par g, sont tels que (=?) = 2) = —1. 
(e) 


[4 


Soit de plus s une variable continue et positive, assujetie ü rester supe- 


rieure ü lunite. Cela pose, on a @videmment ces trois dquations: 


m I. = 24, 





Se: Eos. 5 
hmm, Ya 
1 2. 


1 1 

‚II—— = 232— 

1 1 .u. 1 ur 
za g°° 


le signe de multiplication se rapportant a toutes les valeurs de f ou de g, 





et le signe sommatoire a toutes les valeurs de 2 positives, impaires et 
non-divisibles par 9. Om conclut des @quations precedentes : 


+ z2,5(2)3 








. q/n’ 
B. ri: — fr > 
f? n 
Comme l’on a 
147: 5,5 7 
PERS. Mies Iirtatatate 


on voit facilement que le premier membre de l’equation (2.) peut @fre 
developpe dans une serie de la forme 


zu 
Me 2 ee 
m 
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le sigue 3 se rapportant ä toutes les valeurs positives et impaires de m 
qui ;n’ont ‚que des: facteurs premiers de Vespece f, et u &tant le nombre 
des diviseurs premiers inegaux de m. 


Considerons maintenant les differentes formes quadratiques dont — 4 

est le determinant. Soient 

4. a +2bay+ceoy, dat baoy-+ey, .... 
ces formes, les co@fficients extrömes &tant positils et jamais pairs ü la fois, 
c’est-üa-dire les formes qui eonstituent ce que Mr. Gaufs appelle genus 
posilivum proprie primitivum. 

Dans cette Enum£ration des formes quadratiques, nous adoptons la 
classification de Mr, Gaufs, c’est-ü-dire que nous regardons comme dif- 
förentes deux formes qui ne presentent que ce que Pillustre auteur des 
disquisitiones arithmelicae appelle l’&quivalence impropre. Lagrange, qui 
le premier a fait voir que pour un determinant donn&, il n’y a qu’un nombre 


fini de formes differentes, considere comme £quivalentes deux expressions 
telles que 


ax +2bry+cy, ac” +2beiy’-ey”, 
lorsqu’on ‚peut passer de l’une ä l’autre par une substitution de la forme 
x» =ax+py, y=yatoy, 
les entiers a, ß, y, © etant tels que ad —Py=Hi. 

Cette condition est en effet suffisante pour que les deux formes 
representent les mömes nombres. Neanmoins, il y a de l’avantage ü ne 
regarder les deux formes comme completement @quivalentes que dans le 
cas, ou il”y a une transformation de Pune dans l’autre pour laquelle on a 
.ö—fLy=-1. En adoptant cette notion de l’&quivalence propre, on 
simplifie singulierement un grand nombre de recherches et l’on conserve 
la concision dans beaucoup d’@enonces, qui faute d’y avoir &egard, se trou- 
veraient surcharges de restrietions. Il y a m&me des th@oremes qui pa- 
raissent isol&s et restreints aux determinants qui remplissent certaines con- 
ditions, dans la maniere ordinaire de considerer les formes quadratiques, 
tandis quiils ne se prösentent que comme des cas particuliers de proprie- 
tes generales communes aux formes qui ont un m&me determinant ‘quel- 
conque, lorsqu’on envisage les choses sous le m&me point de vue que Mr, 
Gaufs. On en voit un exemple remarquable, si l’on rapproche le theo- 
reme, demontr& dans la Theor. des nombr, 4. part. $. VI., de celui qui 
fait Vobjet de lart. 252. des Disq. arith. 

Creite's Jonrnal d. M. Bd. XVII. Hft.3. 34 
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Il est d’ailleurs facile de passer de la classification de Zegendre ü' 
celle de Mr. Gaufs. Ce passage consiste simplement & attribuer Pun et 
lautre signe aux co@fficients moyens, en exceptant toutefois quelques for- 
mes particulieres, qui ne se doublent pas et qui sont pr&eisement celles, 
qui troublent la concision des propositions. 

Supposons que dans l’une quelconque des formes (4.), on attribue 
aux indetermindes x et y, des valeurs positives ou negatives, premieres 
entre elles et telles que la valeur correspondante m du trinome soit im- 
paire et non-divisible par g. Il resulte des theor&mes connus que m 
n'aura que des diviseurs premiers de,l’espece f. Reciproquement, un nombre 
quelconque a» qui n’a que de pareils diviseurs, peut toujours &tre exprime 
par une ou par plusieurs des formes (4.), x et y recevant des valeurs 
sans diviseur commun, et pourra l’ötre autant de fois par la totalit@ de 
ces formes qu’il y a d’unites dans la puissance ?“*', 4 desiguant, comme 
plus haut, le nombre des diviseurs simples inegaux de m. AZl suffit pour 
s’en assurer, de rapprocher les art. 180.1., 155., 156. et 105. des Disq. 
arithm. On conclut de läü cette @quation 


u 1 1 
— —— = oo...» 
17. = = fax: 2bxy+er?)’ 7% (ax? +2b’cy+ c'y?)' ” f 


chacune des sommations indiqudes dans le second membre s’etendaut ü 
tous les syst&mes de valeurs positives ou negatives de x et y, premieres 
entre elles et qui rendent le trinome ou elles sont substituees, impair et 
non-divisible par 9. En comparant l’&quation pr&ecedente aux &quations 
(2.) et (3.), on aura 


1 n\ 1 1 1 
m 4 —]_ Kenn 4 
3: A a! n’ ” > F ) n’ u >» n?® ’ y- (ax? | 2 b xy cy?)° o.... 


Les termes du second nombre peuvent prendre une forme plus simple. 
Le premier de ces termes, par exemple, est evidemment &quivalent ä l’ex- 











pression 1 





=’ 
(ax? +2bxy-+cy?)' ’ 

la double sommation indiquee par &’, se rapportant ä tous les systemes de 
valeurs positives ou negatives de x et y, qui remplissent la double con- 
dition 1°. de n’avoir pas g pour commun diviseur et 2°. de rendre Ile 
trinome impair et nou-divisible par g. 

Cette double sommation ne saurait &tre effectuce tant que la va- 
riable s reste iadeterminee, mais le r&sultat devient extremement simple, 
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lorsque cette variable surpasse infiniment peu Funite. En posant s=1+ P, 
e Stant positif et infiniment petit, et exprimant la serie double par une 
integrale definie, on trouve assez facilement, surtout si Pen s’aide de con- 


siderations g&ometriques, que la valeur de la serie est 

(1) ® 

29Vqg e’ 
c’est-ü-dire que le rapport de la serie a lexpression pr&c@dente con- 
verge vers lunite, lorsque g converge vers zero. Ce r&sultat &tant inde- 
pendant des co&fficients a, b, c, et ne renfermant que le determinant com- 
mun ä toutes les formes (4.), dont nous designerons le nombre par 4, 
on conclut que le second membre de l’equation (5.) est &quivalent ä 





aaen,n pe etant toujours considerE comme infiniment petit. D’un 
29Vg e’ ' 
aufre cöt&, on 8’assure facilement que le faoteur 2 du premier membre 








a la valeur Rn 7 tandis que lautre facteur converge vers la limite 


2q 
fnie & =) —. On a done l’Egalite 
= Miz(r)1 - Wis 
PL; q n sz 


Pour obtenir le nombre A, tout se reduit done ä determiner S. Pour par= 





venir ü cette determination, multiplions par j. N viendra ainsi 


1 

3 
En P} 
1 ‘ ‚{r\1 

u y Selu CH 
av 2 

le signe se rapportant maintenant ü toutes les valeurs entieres de 2, pai- 
res ou impaires, ü partir de a=1, & lexception de celles qui sont divi- 
sibles par g. Pour eflectuer cette sommation, nous aurons recours aux 
belles formules de Mr. Gaufs. Designant generalement par a et 5, (il est 
sans doute inutile d’avertir qu'il ne faut pas comfondre cette signification 
des lettres a et 5, avec celle que nous leur avions donn&e plus haut) les 
residus et les non-residus quadratiques de g, moindres que ce nombre, 
et par 2 un entier quelconque non -divisible par g, on a 


. 2anı ._ 2bn# n 
Z sın i — sin q = ) vg*), 














*) Ce th6oreme et les theoremes analogues que wons emploierens plus bas, ont ete 
wonces dans les Disq aritbm. art. 356., mais la demonstration complete qui prösentait de 


34 * 
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les sommations se rapportant a toutes les valeurs de @ ou de 5. En in- 


troduisant cette expression de (=) dans l’&quation pr&c@dente, il viendra 


2bnii 








Vq Be © 7 © B.; 
I_-S — 35 —sin — 22 — sin 
q ın 
Les sommations se rapportent Tune a a ou 5, Pautre ä n, et il n'est plus 
necessaire maintenant d’exclure les valeurs de n divisibles par g, le sinus 
s’vanouissant pour ces valeurs particulicres de n. En commencant par la 


sommation relative ü 72, qui peut s’effectuer au moyen de l’&quation connue 
1 —z 


> 
P 





—p: n sin 22, qui a lieu tant que 2 reste compris entre O et ?7, on aura 


Gi Bm 2-2 


1-(2)5 e Tui 4 


et par suite, en remarquant qu'il y a aufant de valeurs de @ que de 3, 
2\ 1 sc 
s= |ı-(-)2|7,25—-2a). 
L’expression de % deviendra donc 


»= 2|1- (2) 5] Purde. 


Le nombre premier g peut presenter deux cas. Sl est de la forme 








6) 
Sy+3, ona )=-1, et s’il est compris dans la forme 8v-+7, 


(-) = -+1. On a done pour lenombre A des formes quadratiques diffe- 


rentes dont le determinant est — 9, 








e3=, q=8v+3 ou =, q=8v-+7. 


Ce double r&sultat s’accorde avec l’elegant theoreme que Mr. Jacobi 
a Enonce, il y dejüa plusieurs annees *). Pour faire coincider les deux r&- 
sultats, il faut remarquer d’abord que l’illustre g&eometre a adopte la clas- 





grandes difhieultes a cause de Tambiguite du radical, n’a ei6 donnee que posterienrement par 
Villustre auteur dans um memoire special. Novi comment. societ. Gotting. Tom. I. Jen ai 
donne une autre, fondde sur des prineipes entierement diff£rents. Voyez les m&moires de Berlin, 
annde 1835, ou ce Journal, tome XYll. On pourra se eonvaiuere pan les mombreuses appli- 
cations que nous ferons de ces formules, combien il importait de faire cesser l’ambiguite da sigue, 
qui aflecterait 6galement tous les resultats que ces formules concourent A faire obtenir, 


#) Observatio arithmetica ete. Vol. IX. de ce journal. Voyez aussi le compte rendu des 
ecances de l’Academie de Berlin, Oct. 1837, aiosi que les Disq. arith. art. 306, X. et surtont 
la note relative ä cet art., a la fin de l’ouvrage, oü Mr. Gau/s aunonce des recherches sur 


le meme sujet, mais qui n’ont pas &t6 publices jusqu’A present, 
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sification de Legendre, de sorte que le nombre des formes qu’il designe 
par N, est tel quion a2=2N—1. En eflet, parmi les formes du deter- 
minant —9, iln’y a qu’une seule forme ambigu@ qui est @’+gy?, et qui ne 
se double pas en passant de la classification de Legendre ä celle de Mr. 
Gau/s. En second lieu, il faut faire attention que dans le cas ou g est 
de la forme 8y-+3, Mr. Jacobi considere des formes ü co@fficient moyen 
impair, comme Legendre Vavait dejü fait dans sa Table, ce qui reduit Te 
nombre des formes au tiers. 








Si l’on somme la serie S sans introduire le facteur 4 >, 
1-(7) 2 
on arrive ü cet autre resultat plus simple que le pr&c@dent 
en & g—1 
h=4A4A—B = 24— —, 


— 


ou A et B desiguent resp. combien il y a de residus et de non-residus 


quadratiques de 9, moindres que 4q. 
Soit » un nombre premier 4-1, Yunite excepte, et partageons 


les nombres premiers impairs et differents de p, en deux classes, Desiguons 
Ina 1 Pr; Aw = 
generalement par f ceux pour lesquels on a Eher th —1)? =1, et 


par 9 ceux qui satisfont a la condition (—?) = (2) 5 m #4; Os 


f® ® O r 
aura alors, comme dans le cas deja considere, 





1 
I —— I —- ae 2, 
i—. 1— — ” 
nd 1 
1 1 ar 
1 — 1 —— = 2-1? ()5 
1— — I+— pP 
J 8’ 
BR. zu . > ES 
1— — U W 
2 Ai 5 
et par suite 1 
sin-üosis 2° (2); 
38 ° 1 ET ie (= ) p n: ? 
u. 


le signe 2 se rapportant aux valeurs de n, impaires et non- divisibles par p, 
a partir de a1. Cette equation prendra comme pr&c@demment cette aufre 


forme: ri 
ae Fe Fe TER IE 
n m n q 


22 


n 
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m desiguant tous les nombres impairs qui n’ont que des diviseurs premiers de 
Vespece f, et 4 lenombre de ces diviseurs premiers inegaux. On a par suite 
1 1 

/ / 
1. 2 Gar plbaytopy T% WeitWaypeyg tt 

aut 1 = (r) 1 

= 22 7.2(—1) Pr Pr 
ou le premier membre a autant de termes qu'il y a de formes pour le 
determinant —p, et les sommations indiquees par 2%’, s’etendant ä tous les 
syst&mes de valeurs positives ou negatives de £ et y, qui n’ont pas p 
pour commun diviseur et qui rendent le trinome sous le signe, premier 
ä2p. Enfaisant s=1-+-£, et designant par 4 le nombre des formes, le 




















j \ deviendra Rn) & et lon a t t 
premier au er DV 5-7 ura en m&me temps 
s1— 22.7, On conclut de lü 

n’ se © Pe 
n—1 
1 2 
= Hr ze? (2) = le 
zı p’/n 1 


Pour obtenir la serie qui entre dans cette expression de 4, nous aurons 
recours ü la formule de Mr. Gaufs 
2ann 2bnn n 
= cos — 2 008 en (2) VPp; 


P 
dans laquelle n est un nombre quelconque uon=-divisible par p, et les som- 


mations s’tendant ü tous les residus quadratiques 4 ou ä tous les non- 
residus quadratiques d de pP, qui sont moindres que ce nombre premier. 
Au moyen de ce th@oreme, il viendra 








n—L 


n—1 
VPS = ZE? on—ZEL N? on, 








ou il est permis de ne plus exclure les valeurs de n divisibles par p, car 
il est facile de voir qu’on introduit ainsi les m&mes termes @trangers dans 
chacune des deux series doubles qui sont pr&c&dees de signes opposes. La 
sommation relative a 2 peut ötre nz au moyen de la formule connue 


Ia)= 3(-1)° 
dont le premier membre est une fonction ae de z, et qui a re- 


spectivement 47, —}7, ou }7 pour valeur selon que 2 est compris entre 
O0 et }7, entre }7 et 37, ou enfin entre 37 et ?7. Si donc l’on de- 





 cosnz *) 
3 





*) Theorie analytique de la chaleur, pag. 179. 
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signe par A, A’, 4’ les nombres des valeurs de «a comprises entre O et 
ip, 4p et ip, ip et p, et par B, B‘, B‘' les nombres analogues re- 


latifs aux valeurs de 5, l’expression de ‚S deviendra 
S- av; 4-4+4"—B+B'—B") 
et comme l’on a en vertu de propriet@s connues du nombre premier p, 
A=4'" B=B', 4+4'+4"=B+B-+-B' = EI= ‚„ on conclut 
st 
On a dono cette formule tres simple pour determiner le nombre A des 
formes quadratiques dont le determinant est —p, 


= 21!4—-D = dert. 
On sait que ces formes sont de deux especes, les unes ne repr&sentant 
que des nombres impairs 4 +1, et les autres que des nombres impairs 
4v-+3. Designons par k et ! les nombres des formes qui appartiennent 
respectivement au premier et au second de ces deux genres. Pour de- 
terminer % et /, on remarquera que l’egalite (6.) reste exacte, en y mo- 
difiant les (er comme il suit, 
= = 4 n\ 1 
= 3(—1)° „2(2) 


L’equation qui en derive et qui u analogue & l’Equation (7.), ne differe 
de cette derniere qu’en ce que les series doubles designees par &’, sont 
preeedees du signe —, lorsque la forme quadratique qui 8’y trouve sous 
le signe &‘, appartient au arm genre. On aura donc, en posant tou- 








n® f 








jours s=1-+p, (k— ne ET 2 pour la valeur du premier membre, et 


comme le second membre reste ARE fini, on conclut 
ce qui donne 
p—1 


Ö. 
— 





k=l=A4-B=? 


Les deux genres contiennent done chacun le möme nombre de formes, 
Ce resultat renferme le theor&me deja citö de la Th. des Nombr. 
En effet, lorsque p est de la forme 8y-+-1, les deux formes ambiguös 


za’ +py’, 22’ +2ry +er- y’, qui ne se doublent pas en passant ü la 





classification de Mr. G@aufs, appartiennent l’une et l’autre au premier genre. 
Oo a donc ces relations entre les signes de Legendre et ceux que nous 
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venons d’employer, k= 2(M—2) +2, Z=2N, dou lon conclut 
M=N-+1. 

Par une analyse entierement semblable ä celle que nous avons 
appliqude dans ce qui precede aux determinants —g et —p, on peut 
obtenir le nombre des formes quadratiques dont le determinant est un 
nombre quelconque, positif ou negatif, premier ou compose, On troure 
ainsi les theoremes suivants, 

„4 €tant toujours un pombre premier 4v-+-3, designons par A et 
par B respectivement combien il y a de residus et de non-rdsidus quadra- 
tiques de g entre les limites $g et $g. Cela pose, le nombre des formes 
dont le determinant est —2g, sera exprime par 2(A—D), ces formes 
etant d’ailleurs Egalement reparties entre les deux genres qui existent 
pour ce cas.” 

„p etant un nombre premier 4y-+1, soient A et B resp. les nom- 
bres des r&sidus et de non-residus quadratiques compris entre O et }p; 
soient de möme A’ et B‘ les nombres des residus et des non=-residus qui 
tombent entre }p et }p; cela pose, le nombre des formes quadratiques, 
ayant —2p pour determinant, sera exprime par 2(A—B—4’-+-B), ces 
formes dtaut d’ailleurs egalement reparties entre les deux genres.” 

„Les lettres p et 9 conservant la signification pr&c&dente, designons 
generalement par « les nombres inferieurs et premiers & P4, qui sont tels 


a a . . 
que (=) = (=), et par 5 les nombres analogues qui remplissent la con- 





P 
.,. b b Y [4 ‘ . 
dition ) — -(2). Cela pose, l’expression du nombre des formes 
’ ung Zi 
quadratiques dont le determinant est —pg, sera el Sb—äs. 
P4 
selon que lon aura pg =’ ou = 3 (mod. 8), ces formes &tant toujours 


egalement partagdes entre les deux genres.” (Ce theor&me est susceptible 
d’un autre Enonce plus simple comme celui donne ci-dessus pour le d&- 
terminant — 4.) 

fit ainsı de suite. 


Lorsque le determinant est un nombre positif D, Yanalyse qui fait 
connaitre le nombre des formes quadratiques diffErentes, exige une atten- 
tion toute particuliere a cause des nouvelles conditions auxquelles ils faut 
avoir Egard dans les sommations doubles que nous avons designees par 


=. Ces conditions qui s’ajoutent ü celles qui ont lieu pour les determi- 


u % 
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nants negatifs, consistent 1°. en ce que les valeurs de x et de y doivent 
&tre choisies de maniere ä rendre le trinome ar’ +?2dbry-+ cy? positif 
et 2°. en ce qu’il ne faut employer qu’un seul des systemes de valeurs 
de x et de y, en nombre infini, qui se deduisent les uns des autres, au 
moyen des formules 

x’ = ıt—(be+cy)u y' = ytl+(ac+by)u, 
! et u designant generalement tous les nombres positifs ou negatifs qui 


satisfont A l’&quation 
8. ?.— Du = 1. 


Cette circonstance introduit dans l’expression de la serie double le 
facteur log T+UYD), T et U designant les plus petits nombres (A l’ex- 
ception de 1 et 0) qui rösolvent l’&quation prec&dente, en sorte que ce 
logarithme joue ici le möme röle que le nombre z dans le cas des deter- 
minants negatifs. D’un autre cöte, la serie analogue ä celles que nous 

n—1 

avons designdes par z(”) L et 3(—1)?: (>) et que renferme l’autre 
membre de l’@quation, sera egalement exprimee par un logarithme tel que 
log (T’+-U’yYD), T’ et U’ etant la solution de l’equation (8.), qui se 
deduit de application des fonctions eirculaires. Or, on a en vertu d’um 
th‘oreme connu 

T+UyD=(T+UYyYD). 
" etant un entier et par consdquent 
wi lee (Tr un ' 

log(T+UVD) 

Cest donc de cet entier A, que depend le nombre des formes, mais 
expression de cette dependance presente quelque lögere difference selon 
les differentes formes dont le determinant D est susceptible. 

L’analyse que nous venons d’indiquer d’une maniere rapide, en möme 
temps qu’elle determine le nombre des formes, a l’avantage de simplifier singu- 
lierement plusieurs theories tres-importantes deja connues, mais qui n’avaient 
ete Etablies que par des methodes tr&s compliquedes. De ce genre sont celles 
qui se rdsument dans les beaux theor&mes d&montres par Mr. G@au/s dans les 
art. 252., 261. et 287., III. des Disq. arith., et dont le dernier surtout exigeait 
jasqu’ä present le concours d’un grand nombre de recherches tres- dtendues, 
(Voyez la fin de l’art. 287.) Ce möme th&eoreme resulte aussi d’une combinai- 
son tres-simple de la loi de r£ciprocit avec la proposition sur la pro- 
gression arithmdtique, mais ce moyen de demonstration ne differe pas au 

Crelle’s Journal d. M. Di. XVII. Hft.3. 3) 
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venons d’employer, k= 2(M—9)+2, Z=2N, dou lon conclut 
M=N-I. 

Par une analyse entierement semblable a celle que nous avons 
appliqude dans ce qui precede aux determinants —g et —p, on peut 
obtenir le nombre des formes quadratiques dont le determinant est un 
nombre queleonque, positif ou negatif, premier ou composd. On trouve 
ainsi les theor&mes suivants, | 

„4y ©tant toujours un nombre premier 4yv-+3, designons par A et 
par B respectivement combien il y a de residus et de non-rdsidus quadra- 
tiques de g entre les limites 4q et $g. Cela posd, le nombre des formes 
dont le determinant est —2g, sera exprime par 2(A—D), ces formes 
etant d’ailleurs Egalement reparties entre les deux genres qui existent 
pour ce cas. 

„p etant un nombre premier 4y—+1, soient A et B resp. les nom- 
bres des residus et de non-residus quadratiques compris entre O et }p; 
soient de m&me A’ et B’ les nombres des residus et des non-residus qui 
tombent entre }p et }p; cela pose, le nombre des formes quadratiques, 
ayant —2p pour determinant, sera exprime par 2 A—B—4A'’-+-DBN), ces 
formes etant d’ailleurs egalement reparties entre les deux genres.” 

„Les lettres p et 4 conservant la signification precedente, designons 
göneralement par « les nombres införieurs et premiers & 94, qui sont tels 


a a 


que (2) = (=), et par 5 les nombres analogues qui remplissent la con- 
q 


b b | (4 . . 
dition (—) — -(7). Cela pose, lexpression du nombre des formes 


en im 

quadratiques dont le determinant est —pg, sera En LEW Dee 
Pq4 

selon que lon aura pg =’ ou = 3 (mod. 8), ces formes &tant toujours 


egalement partagees entre les deux genres.” (Ce theor&eme est susceptible 
d’un autre Enonce plus simple comme celui donne ci-dessus pour le d&- 
terminant — 4.) 

kit ainsı de suite. 


’ 


Lorsque le determinant est un nombre positif D, Vanalyse qui fait 
connaitre le nombre des formes quadratiques differentes, exige une atten- 
tion toute particuliere ü cause des nouvelles conditions aux4uelles ils faut 
avoir Egard dans les sommations doubles que nous avons designdes par 


=‘. Ces conditions qui s’ajoutent ü celles qui ont lieu pour les determi- 
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nants negatifs, consistent 1°. en ce que les valeurs de x et de y doivent 
&tre choisies de maniere ä rendre le trinome ar? +2dbxy-+cy? positif 
et 2°. en ce qu'il ne faut employer qu’un seul des systemes de valeurs 
de x et de y, en nombre infini, qui se deduisent les uns des autres, au 


moyen des formules 
z = at—(be+cy)w y’=yti+(ac+by)u, 
! et u designant generalement tous les nombres positils ou negatifs qui 


satisfont a P’equation 
8 *—Dv= 1. 


Cette circonstance introduit dans l’expression de la serie double le 
facteur log T+UYD), T et U designant les plus petits nombres (ä l’ex- 
ception de 1 et O0) qui rösolvent l’&quation pr&c&dente, en sorte que ce 
logarithme joue ici le möme röle que le nombre 7 dans le cas des deter- 
minants ndgatifs. D’un autre cöte, la serie analogue ä celles que nous 


n—1 

avons designdes par =(”) ı et 3(—1)? (2) et que renferme l’autre 
iınembre de l’@quation, sera egalement exprimde par un logarithme tel que 
log (T’+-U’yYD), T’ et U’ etant la solution de l’equation (8.), qui se 
deduit de Vapplication des fonctions eirculaires. Or, on a en vertu d’um 
th“oreme connu 

T+UyD=(T+UYD). 
? etant un entier et par consequent 
loe(T’’+- U’V'D) 

cab log T-UYVD) 

Ceest done de cet entierA, que d@pend le nombre des forımes, mais 
lexpression de cette dependance pr&sente quelque lögere difference selon 
les diff&rentes formes dont le determinant D est susceptible. 

L’analyse que nous venons d’indiquer d’une maniere rapide, en möme 
temps qu’elle determine le nombre des formes, a l’avantage de simplifier singu- 
lierement plusieurs theories tres-importantes deja connues, mais qui n’avaient 
ete Etablies que par des methodes tres compliqudes. De ce genre sont celles 
qui se r&dsument dans les beaux theor&mes d@Emontres par Mr. Gaufs dans les 
art. 252., 261. et 287., III. des Disq. arith., et dont le dernier surtout exigeait 
jusqu’a present le concours d’un grand nombre de recherches tres- dtendues. 
(Voyez la fin de l’art. 287.) Ce m&me th&oreme resulte aussi d’une combinai- 
son tres-simple de la loi de r£ciprocitö avec la proposition sur la pro- 
gression arithmetique, mais ce moyen de d@emonstration ne differe pas au 

Crelle’s Jonrnal d. M. Di. XVII. Hft.3, 39 
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fond de celui que nous venons d’indiquer, du moins, lorsque pour &tablir 
que toute progression arithmetique renferme une infinitG de nombres pre- 
miers, On a recours auX series, comme nous l’avous fait daus le m@moire 
cit@E plus haut. 


Les thcor&mes qui determinent le nombre des formes quadratiques, 
renferment implicitement un grand nombre de propositions qui peuvent 
s’Enoncer indÖpendamment de la th£orie de ces formes, et qui seraient peut- 
etre tres- diffieiles A demontrer sans le secours combind de nos series et 
des formules de Mr. Gaufs. Il r&sulte, par exemple, de ce qu’on a vu plus 
haut que pour un nombre premier g—=4y + 3, la somme des non-residus qua- 
dratiques surpasse toujours celle des residus *), que pour un nombre premier 
p=4v--1, ily a toujours un plus grand nombre de residus que de non- 
residus moindres que 17, etc. On peut encore augmenter le nombre de 
ces propositions, les series que nous avons considerdes, &tant susceptibles 
d’ötre somme&es dans plusieurs cas sans que l’on y suppose s—=1. Üest 


1 


— , le signe 3 se rap« 


“ . y + n 
ce qui arrive, par exemple, pour la serie 2 \—)- 


P 
portant ä toutes les valeurs enticres de 2, ä partir de a=1, ä l’exclusion de 
celles divisibles par 9. En effectuant cette sommation, on arrive ä la conclu- 
sion que pour un nombre premier p==4y-H-1, on a toujours Za’ >Zb". 

Des considÖrations du möme genre peuvent aussi servir ü faire ces- 
ser lindetermination que presentent les formules qui donnent une solution 
de l’equation ?—Dw=1, au moyen des fonctions eirculaires, et qui ont 
6 publides par Mr. Jacobi et par moi**), Pour en donner un exemple, 


supposons D=p. On a alors: 


2 ay-ı DE . an 
— [Il 1—e’ —— Ilsin —, 





kyp--h 


Vp vVp p 
207 7 +1 
2 nlı-er")o 2 nind® 
kyp—ı= Znlı-e er Ilsin Bu 





*) On a encore A>,B, A et B designant conıme ci- dessus combien ll y a de resi- 
dus et de non-residus de g, au dessous de 49. Dans un artiele du builetin de Mr. de F£- 
russac (Mars 1831, pag. 137), ot Mr. Cauchy &nonce un theoreme tres-remarguable sur 
les nombres premierss 47-3, ce cdlebre analyste distiugue deux cas selou que A7 B on 
A< B. Ge quoon a pronve plus baut, montre que le second cas ne saurait avoir lieu et 
fait cesser Vindetermination que le theoreme de Mr. Cauchy semblait presenter. 


**) Compte rendu de l’Acad&mie de Berlin, Octob. 1837. Tome AVII. de ce journal, 
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le sine Il se rapportant d toutes les valeurs de a ou de 5, et les entiers / 


et % satisfaisant a l’Equation 
W—pl = —4, 


Il y a des questions qui exigent qu’on connaisse les signes dont les valeurs 
de k et A, tirdes des &quations precddentes, sont allectces, 

Il est @vident que la valeur de k est positive, mais la d@termina- 
tion du signe de A presente des difficult@s. Pour resoudre cette question, 


.,» . k \ 
on remarquera que A sera positif ou negatif, selon que le rapport u 
VYp—h 


\ 


sera supÖrieur ou inferieur ä Punite. Tout se r&duit done ä voir si 





log ) est positif ou negatif. Le developpement en sdrie donne 


Danıt .r Ohnre 


rn — 2ER 2er’), 


log vn —n r 





la sommation relative ä 2, s’ötendant ä toutes les valeurs entiöres et po- 


ann in 97 





sitives. Or, la difference Ze — Ze? s’evanouit lorsque 7 est 
divisible par p; dans les autres cas elle devient par les formules de Mr. 
Gaufs, (=) vyp. On a done simplement 


105 (vn) = -vr2(2)4, 


n 





ou il faut exelure les valeurs de 2, divisibles par p. 


La serie renfermee dans la second membre, &tant la limite de 
» n 1 . . .‘\ 
=(?)z: lorsque s converge vers l’unite, et cette dernicre pouvant se 


d@composer en une infinit@ de facteurs tous positifs, comme il suit: 
1 1 1 


er 


ou il entre toute la serie desnombres premiers, le seul nombre p exceptd, 


etc. 








n\ 1 ou u 
on conclut que & (>) a une valeur positive, et partant que le sigue de 


h qu’il s’agissait de determiner, est negatif. 

Je terminerai cette note, en montrant le parti qu’on peut tirer des 
series pr&c@dentes, pour determiner les expressions - limites des valeurs 
moyennes de certaines fonctions tres-irrgulieres, relatives aux propridtes des 
nombres. (Voyez pour la definition des valeurg moyennes des fonctions 
de ce genre, les Disq. arithm. art. 301.) Dans un memoire r&cemment 


nn & 


«3 0 
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lu ä PAcadömie de Berlin *), je me zuis attach& A dtablir quelques prin- 
cipes desquelles on peut deduire ces expressions - limites ou lois finales, 
dont la connaissance est tres-utile dans difförentes recherches, et jai fait 
Papplication de ces principes ä la d@monstration de la formule remarquable 
que Legendre a donnee pour exprimer d’une manicre tr&es -approchde com- 
bien il y a denombres premiers au dessous d’une limite quelcongue, mais 
tres-grande, et ü d’autres questions du m&me genre. J’ai trouve, par 
exemple, que la formule tres- simple 

logn-+2C, 
CE designant une constante connue (Euler: Calc. diff. pag. 444), exprime 
avec d’autant plus d’exactitude que 2 est plus grand, la valeur moyenne 
du nombre des diviseurs de l’entier n, et qu’on a pareillement pour la 
somme moyenne de ces mömes diviseurs, 

im’n—1. 

Ces resultats ont &t& conclus de la serie connue de Lumbert et 
d’une autre serie analogue. Ils pourraient aussi se deduire des series con- 
siderdes plus haut. Voici maintenant un nouveau r£sultat qu’on tire de 
ces dernieres series. Noit f(n) la fonction de 2, qui indique de combien 
de manieres le nombre 2 peut se decomposer en deux facteurs premiers 
entre eux. On a, comme l’on sait, fn)=?,, X designant le nombre des 
diviseurs premiers inegaux de n. Cela pose, on trouve facilement 





a) _ 989 
Fo 7 r  @Qs)’ 


ou l’on a fait P(s)= rn Pi 3 -+...., et la sommation devant s’etendre 
a toutes les valeurs al de n, a partir de n=1. En posant, comme 
plus haut, s= 1-2, et dereloppant le second membre suivant les puis- 
sances ascendantes de p, il viendra: 


fr) . 5 +( (=? 








n!+t? 








La constante CE est la m&me Br IP ‚„ et C’ designe la serie 
log? , loe23 log 4 
22 ter ran 


JO 
Au moyen de la methode d&veloppe&e dans le m&moire cite, on trouve sur 
le champ que l’expression - limite de la valeur moyenne de f{r), est celle-ci: 


6 ' = 20). 
„; (log 

















*) Compte rendu pour le mois de F£vrier 1838. 
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Les formules remarquables que Mr. Gaufs a indiqudes dans les 
art. 301. et suiv. de son bel ouvrage, peuvent @tre obtenues par une ana- 
lyse du möme genre. Supposons, par exemple, qu'il s’agisse d’obtenir 
la valeur moyenne du nombre des genres qui ont lieu pour le determi- 
nant —n, nombre que nous designerons par F'(n). Si lon compare 
Part. 231., ou tous les caract@res complets assignables a priori sont @enu- 
meres, avec les art. 261. et 287., ou Villustre auteur fait voir quil n’y a 
que la moitid de ces caracteres, qui correspondent ü des genres r&ellement 
existants, on trouvera facilement les 5 @quatioos qui suivent et dans les- 
quelles on a pos6, n RES 


1 1 i 
ve) = 142 + Fern e=l—- +5; —- Tree, 
2 a f" (s) _o<- F(n) 


8" { aM It}, udn ; 





5 ie 











Ds 
tg 
4°" p(2s) — (od zu D) u (U); N) re 
1 w2(s) F(n) 0 
Bw? $) => n‘ ? le tv e 

1 w?(s)-Fy?(s) — F(n) 
nn — — ı=4a/r7 
> w(2s) za" A BR, lab 


4 ws-2@ _ „Fo lg, 
4 yo) = 3, n=hr, 








les sommations se rapportant ü toutes les valeurs positives et entieres de n, 

comprises dans la forme lindaire indiquee A cöte. En faisant comme plus 

haut s=1-+-?, on trouve que l’expression - limite de la valeur moyenne 
e F'(n), est suivant les 5 formes qu’on vient d’@numerer: 


(nt + ac di 2), 











r . 
— (log }log2), 
4 De A ‘ [2 
= (togn + “+ 2C+ 308°), 
4} e 





nt = +2C+3$10g2), 


et comme sur 8 entiers ing quelconques il y en a resp. 1,1,2,2,2, 
qui sont compris dans ces 5 formes, 8y, 8y-+-4, 4v+2, 4v-F1, 4v-+3, 
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ze; = 


ou eonclut que Vexpression- limite de la valeur moyenne du nombre des 
genres qui ont lieu pour un determinant —n, dont on ne d£signe pas la 
forme linlaire, est la somme des expressions pr&ec@dentes resp. multiplides 
par les. fractions #, u 3, 3, 2. en trouve ainsi 


= (togn + 22 -+20— }10g2), 
ce qui coineide avec le r&sultat de Mr. Gaufs. 


P. S. En demontrant plus haut les theoremes relatifs aux deter- 
minants —g et —p, on a @nonce deux conditions auxquelles il faut avoir 
egard dans les sommations dösigndes par 3‘, et dont la premiere con- 
sistait en ce que les valeurs simultanees de z et de y ne devaient pas 
avoir le diviseur commun g ou pP. Cette condition est en eflet exacte et 
r&sultait de ce qui pr&cddait, mais on a oublie de faire remarquer quelle 


pouvait &tre omise comme &tant comprise dans la seconde condition d’a- 


pres laquelle le trinome ne doit recevoir que des valeurs premieres a 2g 


ou ä 2Pp. 
Berlin, au mois de Mai 1838. 
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17. 
Ein polyedrischer Satz. 


(Von Herrn C, Koppe in Soest. ) 





Nuehrsatz. Ein Körper, welcher von zwei parallelen Vielecken als 
Grundflächen und von Trapezen als Seitenflächen eingeschlossen wird, ist 
einem Prisma gleich, welches zur Höhe hat den senkrechten Abstand der 
beiden parallelen Grundflüchen von einander und zur Grundfläche den in 
der Mitte zwischen beiden Grundflächen parallel zu denselben geführten 
Durchschnitt des Körpers vermehrt um den zwölften Theil eines Vielecks, 
welches mit den Grundfächen einerlei Winkel und die Unterschiede ihrer 
homologen Seiten zu Seiten hat. 

Beweis. Die parallelen Grundflächen seien A und 2, ihre Seiten 
5 Or, Ayy oo... und d,, &,, D;5 ....5 eine Ebene parallel mit denselben 
durchschneide die Seitenllächen in einem Vielecke Z, dessen Seiten z,, 
2,5 35 «+... Sein mögen, wo die mit einerlei Ziffer bezeichneten Seiten 
audw2, Ru.b w 2%, ws.f. als in derselben Seitenflüche liegend 
gedacht werden sollen. Endlich seien die Winkel, welche zwei Seiten 
eines Vielecks oder ihre Verlängerungen einschlielsen, auf die gebräuch- 
liche Weise durch (a, a,;), (4,a,) ws. w. bezeichnet. Nun ist bekannt- 
lich der Inhalt des Vielecks A gleich einer Summe, deren erstes Glied 
= 44,4, sin(a, qa,) Ist, und deren folgende Glieder ebenfalls gleich sind 
den halben Producten aus je zweien Seiten multiplieirt in den Sinus des 
Winkels, welchen dieselben oder ihre Verlängerungen mit einander bil- 
den. Bei dieser Uebereinstimmung der einzeluen Glieder unter sich reicht 
es für die Vergleichung der verschiedenen parallelen Durchschnitte voll- 
kommen aus, die Betrachtung für alle auf ein homologes Glied zu be- 
schränken. Demnach will ich also ganz kurz setzen: 


| A = 4a 9 sin (a @)-+ .... 
1. - — 1b, b,sin(b, b.)+.... = 4b, b,sin(a,@)-+...., 
‚4 = 123, 280(3,2)+...=1232sn(@4)--.... 


Denn da die Ebene der Vielecke A, B, Y parallel sind, so ist offenbar 
/(ıa)=bb)= (12), Ziaw) =(bb)= (2,3) ws w. Ist der 
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Abstand der Grundflächen A und B von einander = A, und der Abstand 
des Durchschnitts Z von der Grundfläche A gleich x, so ist 


2. zB =4a—(a—b,) rn und 23= 0— (0,—b) j 
also aus (1.): 
3. 2=1l (a, tı— (2a, 9; — a,b,—a,b,) = -L (—b,%Xa,—,)7;) sin (4,%)F4 ı.: 


Der Inhalt des ganzen zwischen A und BD enthaltenen Körpers ist folglich 


4. K- => ‚Zdz 
= 4a, h—4 la, —ab,— ab)h+4(a,—b,)(a— b,)h] sin (aa) .... 
= u hRam+ ab+ a,b + 2b,b)sin(a@)+ .... 

Bezeichne ich den Durchschnitt, welcher — parallel zu den Grundflächen — 
von beiden gleich weit absteht, mit M, und ein Prisma, welches M zur 
Grundfläche und % zur Höhe hat, mit P, so ist 

. P=4AM = Ihla +b)(a,+ b;)sin(a4)-+ ..» 
folglich 
6. K—P = ‚„uh(aa, —ab,— a,b, +b,b,) sin(a,a,)4+.... 
— „uhla, —b,) (a, —b,) sin(a,q,) +...» 

Dieser letzte Ausdruck ist aber offenbar der zwölfte Theil vom Inhalt 
eines Prisma, welches % zur Höhe und zur Grundfläche hat ein Vieleck 
mit den Seiten ,—b,, %—b;,.... und den Winkeln (4,@,), (0,4;)... 


woraus die Richtigkeit des zu erweisenden Satzes hervorgeht. 





> 





Dieser Satz wird aber noch besonders nützlich durch die vielen 
practischen Anwendungen, welche er zulälst. So erhält z. B. nach dem- 
selben der Ausdruck für den Inhalt eines abgekürzten Kegels mit der Höhe 
h und den Radien r und o folgende bequeme Gestalt: 


= (FH) +re-9]; 


der Inhalt eines elliptischen Kegels (z.B. einer Badewanne) von der Höhe 
h und den halben Axen «a, und a, für die eine Grundfläche, d, und 2, 
für die andere: 


I= ah (Fer Str + u (a—b) (9. — 2); 





nn 
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der Inhalt eines Pontous, welches die Höhe %, unten die Länge a, und 
die Weite a,, oben die Länge d, und die Weite 5, hat: 


1= tr at a 5)a—b)); 





der Inhalt eines von zwei parallelen Trapezen als Grundflächen und von 
vier Trapezen als Seitenflächen eingeschlossenen Körpers, wenn a, und a, 
die beiden parallelen Seiten der einen Grundfläche, e die senkrechte Ent- 
fernung derselben von einander, d,, d, und d das Nemliche für die andere 
Grundfläche und endlich % die Höhe des ganzen Körpers bezeichnet: 


a,b, 2 "A „a 
I= 1( 2 un ade ® Fir ya —b+2,—b). I). 





In diesem letzten Ausdrucke dürften wohl ziemlich alle, von sechs 
Vierecken eingeschlossenen Körper, deren Ausmessung im practischen Le- 
ben Anwendung findet, enthalten sein, 

Sämmtliche Ausdrücke empfehlen sich aber für die practische An- 
wendung ganz besonders durch ihre ausgezeichnete Einfachheit. Sie sind 
uemlich insgesammt Producte, welche zum einen Factor die Höhe % ha- 
ben, während der andere Factor aus zwei Theilen besteht, aus einem 
Niherungswerthe — dem mittlern Durchschnitt des Körpers — und aus 
einer CGorreetion, welche nach Befinden der Umstände entweder ganz weg- 
yelassen, oder wo grölsere Genauigkeit gefordert wird, sehr leicht ange- 
bracht werden kann. Auch ist diese Correctiom von der Art, dals sich 
ihre Grölse, also auch ihre Entbehrlichkeit oder Unentbehrlichkeit io je- 


dem besondern Falle schon von vorn herein gar leicht abschätzen lälst. 
Soest den Isten Mai 1838, 
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Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 
(Vom Hrn. Prof. Steiner zu Berlin.) 


rs 





Ic irgend eine ebene geschlossene und überall convexe Curve in fester 


Lage, und rollt ein gegebener Kreis K in der nämlichen Ebene auf der 
convexen Seite derselben: so beschreibt jeder mit dem Kreise fest ver- 
bunden gedachte Punct P irgend eine Curve V, welche, wenn K immer 
fortrollt, beliebig oft um Ü herumläuft, entweder nach einem oder mehre- 
ren Umläufen in sich zurückkehrt, sieh schlielst, oder nie in sich zurück- 
kehrt (oder nur nach unendlich vielen Umläufen), je nachdem nämlich die 
Umfänge von K und Ü beziehlich commensurabel oder incommensurabel 
sind. Für den ersten Fall, welcher hier allein betrachtet werden soll, 
sei Umfang Ä: Umfg. C=k:c, wo k und c beliebige ganze Zahlen, 
jedoch relative Primzablen sind; alsdann wird nach k Umläufen jede Curve 
V in sich zurückkehren. Nur die vom Mittelpuncte » des Kreises X be- 
schriebene Curve © macht hierbei eine Ausnahme, indem sie nämlich schon 
nach dem ersten Umlaufe in sich zurückkehrt, und dann diesen geschlos- 
senen Theil von ihr Ak mal wiederholt, bis sich die andern Curven V 
schliefsen. Der zwischen einer solchen geschlossenen Curve V und der 
Basis Ü liegende Flächenraum soll ebenfalls durch V bezeichnet und In- 
halt der Curve VW genannt werden. Dabei sind jedoch, wenn k>1 und 
mithin mehrere (A) Umläufe statt finden, gewisse Theile der Ebene mehr- 
fach zu nehmen und zu jenem Inhalte zu rechnen; so besteht namentlich 
der Inhalt der Curve v aus k mal dem Raume, welcher zwischen dem 
einfachen Bogen derselben, der beim ersten Umlaufe beschrieben wird, 
und der Basis Ü liegt. Bezeichnet man ferner den Radius des Kreises K 
durch r und den Abstand des Punctes P vom Mittelpuncte p desselben 
durch a, so finden unter andern nachstehende Sätze und Gleichungen statt: 

1. „Die von dem Mittelpuncte p des Kreises X beschriebene Curve 

» hat unter allen den kleinsten Inhalt und zwar ist derselbe: 
v = (lce+k).rr,, 
d.h. 2c-+-k mal so grofs als die Fläche des rollenden Kreises.” 

2. „Puncte P, welche gleich weit vom Miültelpuncte p des Kreises 
enifern! sind, beschreiben Curven V von gleichem Inhalte, und auch um- 
gekehrt; und zwar ist 

V= (2lc+k).rr +-(c+k)ra = v+(c+k).na, 
d. h. der Inhalt jeder solchen Curve ist um die c-+kfache Fläche des- 
jenigen Kreises, welcher mit dem rollenden concentrisch ist und durch 
den erzeugenden Punct P geht, gröfser als der Inhalt der vom Mittel- 
puncte p beschriebenen Curve v.’ Liegt insbesondere der Punct P in 
der Kreislinie K, so dafs a=r, sit V = (3c+?k).r’” 
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3. „Die von dem Mittelpuncte p beschriebene Curve v ist unter 

allen die kürzeste und zwar ist ihre Länge 
: @) = (c+k)a.?r, 

d.h. c-+-k mal so grofs, als der Umfang des rollenden Kreises.’ *) 

Die vorstehenden drei Sätze verlieren nur in dem ganz speciellen 
Falle ihre Gültigkeit, wo k=c=1, d.h. wo der Kreis K und die Ba- 
sis C gleichen Umfang haben, denn in diesem Falle sind sie nur unter 
gewissen Bedingungen wahr, wie z.B. wenn die Curve C einen Mittelpunet 
hat. Dagegen finden aber andere Sätze statt, wovon der folgende einer 
der einfachsten ist: 


4. „Rollt ein Kreis K um irgend eine geschlossene convexe Curve 
C con gleichem Umfange, bis er in seine anfängliche Lage zurückkehrt, 
so ist die Summe S der Inhalte der n Curven V,, V;, ....V,, die 
von jen Puncten P,, P,,... P,, welche die Kreislinie K in n gleiche 
Theile theilen (also die Ecken eines regelmäfsigen n Ecks sind) beschrie- 
ben werden, constant, die Curve Ü mag sein, welche man will, nämlich 
die Summe ist allemal der Infachen Kreisfläche K gleich, d. ?. 
S = In.7r.’ 


Es kann noch bemerkt werden, dals im Allgemeinen analoge Sätze 
statt finden, wenn der Kreis Ä auf der inneren concaven Seite der Basis 
C tollt, und dals man zum Theil die entsprechenden Gleichungen unmit- 
telbar erhält, wenn in den obigen —% statt + k gesetzt wird. 

Wenn insbesondere die Basis € ein Kreis ist, so reduciren sich die 
Sütze zum Theil auf bekannte Sätze über die Epi- und Hypocykloiden. 

Dagegen finden auch allgemeinere Sätze statt, wie z. B. die folgenden: 


5. Wenn K, anstatt ein Kreis, irgend eine geschlossene convere 
Curve ist, die einen Mittelpunct p hat, und wenn bei denselben übrigen 
Voraussetzungen, wie oben, k eine gerade Zahl ist: so ist gleichfalls 
sowohl der Inhalt als der Unnfung der vom Mittelpuncte p beschriebenen 
Curve v ein Minimum, und für den Inhalt der von ir age einem ande- 
ren Puncte P beschriebenen Curve V hat man wie oben (?2.) 

V=v+rl+k.ra;” 





*) Betrachtet man von der Curve v nur einen Umlauf, nor den einfachen Bogen und 
bezeichnet ihn durch v, , so ist der zugehörige Inhalt (1 ) 


= (2 <+1).ar:, 
und der Umfang (3,): 


vw)= (2 -+1).28r. 
Diese zwei Resultate folgen auch aus den Sätzen, welche Crelle in den Gergonne’schen An- 
nalen (tom. 12. pag. 1 — 36.) hewiesen hat, wo er zuerst den Begriff paralleler Curven und die 
wesentlichsten Eigenschaften derselben aufstellte. Denn nach diesem Begrifle ist die Curve 
v, der Basis G parallel. 
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wobei a, wie früher, den Abstand des Punctes P vom Mittelpuncte p be- 
zeichnet. Hier kehrt die Curve v® nicht mehr früher als die übrigen PV, 
also ebenfalls erst nach k Umläufen in sich zurück. 


6. Ist die rollende Curve K beschaffen wie vorhin (5.), hat da- 
gegen die Basis Ü auch einen Mittelpunct und sind die Zahlen k und c 
beide ungerade (aber immerhin relative Primzahlen): so repräsentirt 
die von dem Mittelpuncte p erzeugte Curve v ebenfalls, in Rücksicht des 
Inhaltes sowohl als des Umfanges, em Minimum, und für den Inhalt der 
von irgend einem Puncte P beschriebenen Curve V hat man denselben 


Ausdruck, wic vorhin (5.).” — Dieser Satz gilt auch für den besonde- 
ren Fall, wo k=c=1. 


7. Sind die Curven K, Ü beschaffen, wie beim letiten Satze (6.): 
so wird die vom Mittelpuncte p der rollenden Curve K beschriebene Curve v 
yrölseren oder kleineren Inhalt haben, je nachdem diejenigen Puncte, in wel- 
chen K und EC anfänglich einauder berühren, gewählt werden. Daher kann 
gefragt werden: „In welchen Puncten müssen K und Ü anfänglich ein- 
ander berühren, damit der Inhalt (oder Umfang) der Curve v (für sich 
betrachtet) ein Maximum oder Minimum wird?” Offenbar wird damit 
zugleich auch der Inhalt der irgend einem anderen bestimmten Puncte P 
entsprechenden Curve V beziehlich ein Maximum oder Minimum. 

Ein einfaches Beispiel dieser Aufgabe wäre, wenn K und C Ellip- 
sen von gleichem Umfange sind, oder noch beschränkter, wenn sie gleiche 
Ellipsen sind, 

Ferner kaun gefragt werden: wenn X und Ü gleichen Umfang ha- 
ben und einander in beliebigen Puncten berühren, und wenn sodann das 
eine Mal K auf C und das andere Mal C auf K rollt, wie sich dann die 
von ihren Mittelpuncten beschriebenen Curven in Rücksicht des Inhaltes 
oder Umfanges zu einander verhalten? und ob namentlich, wenn der 
von dem einen Mittelpuncte beschriebenen Curve ein Maximum oder Mi- 
»imum zukommt, dann auch die andere eine gleiche Eigenschaft habe? 


8. „Sind K und Ü gleiche Fillipsen und berühren sie einander, wäh- 
rend K auf C rollt, stets in entsprechenden oder homologen Puncten, so ist: 
v = Ir" HP) — aß und Vertlz@ HR Ha)— Faß, 
wo a, ß die halben Axen der Ellipse sind, und v, V und a die ihnen 
oben zugeschriebene Bedeutung haben. Oder bezeichnet man die von den 
Curven v, V allein eingeschlossenen ganzen Räume durch v,, V,, so ist: 


v =? HP) und I, = ?r +? +0)”. 
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19. 


Einfache Beweise der isoperimetrischen Hauptsätze, 
(Von Hrn. Prof. Steiner zu Berlio.) 


(Auszug aus einer am 1. December 1836 in der hiesigen Akademie der Wissenschaften gehaltenen 
Vorlesung, ) 





Die Relationen zwischen dem Umfange und Inhalte der Figuren in der 
Ebene, auf der Kugelfläche und im Raume geben zu einer Menge von 
Fragen über Maximum und Minimum Anlafs, deren leichte und klare Beant- 
wortung sich fast durchweg auf die Eigenschaft des Kreises, des geraden 
Kegels oder Cylinders und der Kugel stützt. Lhwler hat dieses Gesetz 
(namentlich für die Figuren in der Ebene und im Raume) zuerst erkannt 
und in seinem Werke „De relatione mutua capacitaltis et terminorum figu- 
rarum elc. Varsaviae. 1782.” ziemlich deutlich ausgesprochen, Alles, was 
vor ihm auf elementarem Wege hierin geleistet worden ist, hat er mit 
grolser Umsicht zusammengefalst und mit Scharfsinn verbessert und erwei- 
tert. Leider scheint öfter sein Werk citirt, als die darin herrschende 
Methode richtig verstanden oder gehörig gewürdigt und befolgt worden 
zu sein; denn alle seine Nachfolger sind mehr oder minder von seiner 
einfachen natürlichen Betrachtungsweise abgewichen, — abgesehen davon, 
dafs sie sich auch auf eine viel geringere Zahl von Aufgaben und Sätzen 
beschränkten, — wodurch aber auch in gleichem Maalse die schöne Ein- 
fachheit der Beweise, der innige Zusammenhang der Sätze zusammt sei» 
ner inneren Begründung verschwand. Die rein geometrische Betrachtung 
ist indels weit davon entfernt, die ihr, als einer unbequemen und unzu- 
länglichen, vielfältig wiederfahrene Milsachtung zu verdienen; vielmehr 
macht gerade sie es möglich, die Eigenschaften, worauf es hierbei haupt- 
sächlich ankommt, auf eine höchst einfache und zugleich elegante Weise 
darzustellen, und zeigt überdies jeder anderen Methode den Weg, auf 
welchem sie sich ohne grofse Schwierigkeit des Gegenstandes bemächti- 
gen könne. 

Das eigentliche Wesen des hier zu befolgenden Ganges besteht darin, 
dafs nach den primitiven Ursachen und Umständen geforscht wird, welche 
das Maximum oder Minimum bewirken. Es zeigt sich hierbei, dals aus 
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wenigen einfachen Fundamentalsätzen leicht gewisse Hauptsätze folgen, 
aus denen sodann alle übrigen gleichsam wie blofse Zusätze sich stufen- 
weise entwickeln lassen. Auf diese Weise giebt sich ein eigenthümlicher 
Zusammenhang zwischen allen denjenigen Figuren kund, welchen die Ei- 
genschaft eines Maximums oder Minimums zukommt; es tritt nämlich klar 
hervor, dafs dieselben nur verschiedene Theile derjenigen Figuren sind, 
worauf sich die Hauptsätze beziehen, und dafs die nämlichen Gründe auf 
denen die letzteren beruhen, auch in jenen zusammengesetzteren anschei- 
nend schwierigeren Sätzen fortwirken. 

Bei den von mir angestellten Versuchen die genannten Gegenstände 
rein synthetisch zu behandeln, stellte es sich heraus, dafs die drei Gattungen 
von Figuren, ebene, sphärische und körperliche nicht gleiehförmige Beweise 
gestatten, vielmehr die sphärischen ein ganz anderes Verfahren erheischen, 
als die körperlichen, während die ebenen beide Beweisarten zulassen, Hier 
wird, als eine kleine Probe, nur diejenige gegeben, welche für die Figu- 
ren in der Ebene und im Raume auf analoge Weise statt findet. 





—— 


Von den ebenen Figuren. 


$. 1. Fundamentalsatz. „Unter allen Dreiecken über gleichen 
Grundlinien und von gleicher Höhe (oder gleichem Inhalte) hat das gleich» 
schenklige die kleinste Schenkelsumme; und auch umgekehrt.” Oder mit 
anderen Worten: 

„Jedes wngleichschenklige Dreieck ABC (Fig. 28.) läfst sich in 
ein anderes (gleichschenkliges) abc von gleichem Inhalte und gleicher 
Grundlinie (AB = ab) verwandeln, welches kleinere Schenkelsumme hat 
und in Bezug auf eine bestimmte Axe Ä, die durch die Spitze c und 
die Mitte m der Grundlinie geht, symmetrisch ist.” 

Dieser allgemein bekannte Satz bedarf hier keines Beweises. 

$. 2. „Sind die parallelen Seiten oder Grundlinien AB, DE ei- 
nes Paralleltrapezes ADEB, so wie die Höhe oder der Inhalt desselben 
gegeben, so ist die Summe der übrigen zwei Seiten, AD---BE, dann am 
kleinsten, wenn sie einander gleich, oder wenn sie gegen jede der paral- 
len Seiten unter gleichen Winkeln geneigt sind.” Oder: 

„Jedes Paralleltrapez ADEB, welches an der einen oder ande- 
ren Grundlinie AB oder DE nicht zwei gleiche Winkel, hat kann in 
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ein anderes adeb von gleichem Inhalte und gleichen Grundlinien (AB=al, 
DE=de) verwandelt werden, in welchem die zwei übrigen Seiten eine 
kleinere Summe haben, und welches in Bezug auf eine Axe X, die durch 
die Mitten (9, h) der parallelen Seiten geht und auf diesen senkrecht steht, 
symmetrisch ist.’ 

Wie leicht zu sehen, folgt dieser Satz unmittelbar aus dem vor- 
hergehenden ($. 1.). Benn ist DE< AB, so sind die Paralleltrapeze 
ADEB, adeb immer als Theile zweier Dreiecke ACB, ach anzusehen, 
von welchen sie mittelst der Geraden De abgeschnitten sind; und da so- 
fort, vermöge der Parallelität der drei Geraden Aa, De und Üc, die Sei- 
ten der Paralleltrapeze, nämlich AD und BE, ad und be, von den zu- 
gehörigen Seiten der Dreiecke, AC und BC, ac und bc, gleichvielte Theile 
sind, so muls folglich, wenn ac +be <AC+BC, auch add +be<AD-- BE 
sein. — Wenn insbesondere die gegebenen Grundlinien einander gleich, 
also AB= DE, dann ist ADEDB ein Parallegramm und adeb ein Recht- 
eck und der Satz bleibt offenbar auch für diesen Fall gültig. 

$. 3. Mittelst der beiden vorstehenden Sätze kann nun jedes be- 
liebige convexe Vieleck V in ein anderes Vieleck Y, von gleichem Inhalte 
verwandelt werden, welches kleineren Umfang hat, und in Bezug auf ir- 
gend eine Axe Ä symmetrisch ist. Dies mag durch folgende Beispiele an- 
schaulich gemacht vrerden, 

I. Es sei ein Dreieck ABC (Fig. 29.) gegeben. Aus den Ecken 
desselben fülle man auf die beliebig angenommene Axe X Perpendikel 
Aa, Be, Üc, trage das Stück BD des einen Perpendikels Be, welches 
innerhalb des Dreiecks liegt, symmmetrisch auf die Axe X, so dal eb=ed 
und ödd=BD: so hat man das symmetisrische Viereck abod, welches 
mit dem gegebenen Dreieck gleichen Inhalt aber kleineren Umfang hat, 
Denn vermöge der Construction und zufolge $. 1. ist Inhalt ABAD= 
Abad, aber im Allgemeinen ab>-ad<AB+AD; eben so ABCD = 
Abcd, undeb+cd<CB+CD; mithin ist Inhalt AABC = Inhalt abed, 
aber ub+bc+ced+-da< AB+BC-+-CA. 

IH. Durch eine neue Axe Y, welche zu der vorigen X senkrecht 
ist, wird das erhaltene Viereck abcd auf gleiche Weise in ein anderes 
Viereck «%y0ö verwandelt, welches bei gleichem Inhalte wiederum kleineren 
Umfang hat, als jenes, und welches in Rücksicht beider Axen symmetrisch, 
mithin gleichseitig oder eine Raute ist und den gegenseitigen Durchschnitt 
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der Axen, #, zum Mittelpuncte hat. Also wird mittelst zweier nach ein- 
ander folgender und zu einander senkrechter Axen X, Y jedes beliebige 
Dreieck ABC in eine Raute «ßYyö von gleichem Inhalte, aber kleinerem 
Umfange, verwandelt, Es kann aber auch mittelst der ersten Axe X allein 
das Dreieck ABC in eine Raute verwandelt werden; denn wenn z. B. 
der Umfang desselben durch das Perpendikel Be gehälftet wird, so dals 
BA+AD = BC+CD, so ist abcd eine Raute. 

III. Es sei ferner das gegebene Vieleck V etwa ein Sechseck 
ABCDEF (Fig. 30.), so wird dasselbe, durch ein gleiches Verfahren, 
mittelst der Axe X in ein symmetrisches Zehneck abfi ce, dec,fb, ver- 
wandelt, welches, vermöge der correspondirenden Dreiecke und Parallel- 
trapetze, zufolge ($. 1. u. $. 2.), gleichen Inhalt, aber kleineren Umfang 
hat, als jenes. — Es ist klar, dafs durch eine neue, zu X senkrechte 
Axe Y das eben erhaltene Zehneck, im Allgemeinen, in ein 16Eck ver- 
wandelt wird, welches, bei gleichem Inhalte, abermals kleineren Umfang 
hat, und welches in Rücksicht beider Axen X, Y symmetrisch ist, also 
deren Durchschnitt zum Mittelpuncte hat. 

IV. Gleicherweise wird jedes gegebene Vieleck V, von irgend 
einer Anzahl n Seiten, mittelst einer ersten Axe Ä, in ein symmetrisches 
Vieleck Y, von gleichem Inhalte, aber kleinerem Umfange verwandelt, 
welches, im Allgemeinen und höchstens, 22 —2 Seiten hat; ferner mit- 
telst einer zweiten beliebigen Axe A‘, in ein symmetrisches Vieleck Y, 
von höchstens 2(2”r—2)—? Seiten; und fährt man so fort, so gelangt 
man mittelst der xten willkürlichen Axe X, zu einem symmetrischen 
Vieleck V, von höchstens 7”’(n—2)-+ 2 Seiten, welches bei gleichem In- 
halte kleineren Umfang hat, als jedes der vorhergehenden. — Wenn ins 
besondere die zweite Axe A, zu der ersten X, senkrecht ist, so hat das 
Vieleck V, einen Mittelpunet M und zwei zu einander rechtwinklige Symme- 
tral-Axen (X, und X,), aber höchstens nur 2(?2%— 4) Seiten, und alsdann 
hat auch jedes folgende Vieleck V;, V;, «+» V, einen Mittelpuncet M und 
zwei zu einander senkrechte Symmetral- Axen, man mag die späteren Axen 
X,, Ä,, :.:. X, annehmen, wie man will, was leicht zu sehen ist. 

$. 4. Diese Beispiele zeigen, dafs durch Wiederholung desselben 
Verfahrens jedes gegebene convexe Vieleck V sich in ein anderes Viel- 
eck V, von gleichem Inhalte, aber kleinerem Umfange, verwandeln lälst, 
welches so viele Seiten haben kann, als man will. Wird aber die Zahl 
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der Seiten sehr grols, oder unendlich grols gedacht, so muls, da der Um- 
fang nicht wächst, sondern schwindet, jede Seite e:nzeln sehr klein, oder 
unendlich klein werden und mithin der Umfang des Vielecks V, irgend 
einer Curve sehr nahe, oder unendlich nahe, kommen. Da in gleichem 
Sinne jede gegebene Curve V als Vieleck von unendlich vielen und un- 
endlich kleinen Seiten angesehen werden kann, so folgt, dafs dieselbe, 
durch das nämliche Verfahren, mittelst einer beliebigen Axe Ä\, , sich in 
eine andere Curve F, von gleichem Inhalte, aber kleinerem Umfange, 
verwandeln läfst, welche in Rücksicht der Axe X, symmetrisch ist. Eben 
so gelangt man mittelst einer zweiten, zu Ä, senkrechten, Axe X, zu ei« 
ner Curve F, von abermals kleinerem Umfange, aber demselben Inhalte, 
welche zwei zu einander senkrechte Symmetral-Axen X,, X, und daher 
einen Mittelpunct M hat. Durch fernere beliebig gewählte Axen A/;, 
X,, .... entstehen neue Curven F,, Y,, ...., welche, bei gleichem In- 
halte, nach der Reihe immer kleineren Umfang haben, und wovon jede 
einen Mittelpunet und irgend zwei zu einander rechtwiuklige Symmetral= 
Axen hat; auch näheren sich dadurch die Durchmesser der Curve olfen- 
bar immer mehr der Gleichheit, d. h. der Unterschied zwischen dem 
kleinsten und grölsten Durchmesser (welche allemal die genannten zwei 
“Axen sind) wird immer kleiner, indem durch die Verwandlung, wie auch 
die neue Axe gewählt werden mag (nur nicht einer der vorigen parallel), 
der grölste Durchmesser verkleinert und der kleinste vergröfsert wird, wie 
leicht zu sehen. Durch zweckmälsige Wahl der neuen Axen können je» 
doch die Durchmesser rascher der Gleichheit näher gebracht werden *®). 
Demnach kann jede geschlossene convexe Figur V, mag sie von 
geraden oder krummen, oder geraden und krummen Linien begrenzt sein, 
mit Beibehaltung ihres Inhaltes, so lange verwandelt und dadurch ihr Um» 
fang verkleinert werden, als dieselbe nach irgend einer Richtung keine 
Symmetral-Axe hat. Hätte aber die Figur nach jeder beliebigen Rich- 





*) So z. B. kann auf diese Weise eine gegebene Ellipse 7° mittelst einer einzigen 
Axe X in einen Kreis 7, verwandelt werden, dessen Durchmesser alle einander gleich, und 
welcher unzäblige Paare zu einander rechtwiuklige Symmetral- Axen hat. Nämlich siud a, 5 
die halben Axen der Ellipse, so construire man die Gerade r—=yY(ab), trage dieselbe als 
Halbmesser in die Ellipse ein, uud nehme sofort X zu diesem Halbmesser seukrecht an, so 
wird die neue Figur U’, ein Kreis sein. Da r vach zwei verschiedenen Richtungen sich als 
Halbmesser in die Ellipse eintragen lälst, so kann auch die Axe X in zwei verschiedenen 
Richtungen der Forderung genügen. 
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tung eine Symmetral-Axe, oder würde dieser Zustand nach einigen Ver- 
wandlungen herbeigefhrt, so bliebe sofort bei allen folgenden Verwand- 
lungen der Umfang sowohl als der Inhalt constant, oder vielmehr fünde 
keine eigentliche Verwandlung mehr statt, sondern die neue Figur (V}) 
würde stets mit der alten (V ) congruent sein. Eine solche Figur aber, 
die nach allen Richtungen Symmetral-Axen hat, mufs notbwendig einen 
Mittelpunct M haben, in welchem sich alle Axen schneiden; denn der- 
selbe wird, nach dem Obigen, schon durch irgend zwei zu einander senk- 
rechte Axen bedingt. Ferner müssen alle Axen oder Durchmesser der 
Figur einander gleich sein. Denn sind z.B. Ä,, Ä, (Fig. 31.) zwei be- 
liebige Axen derselben und X diejenige dritte, welche mit jenen gleiche 
Winkel bildet, «=, so muls dem Endpuncte A der Axe X, in Bezug 
auf die Axe X ein solcher Punct C entsprechen, welcher sowohl im Um- 
fange der Figur V, als ia der Axe A, liegt, folglich mufs € der End- 
punct der Axe A, sein; daher sind ferner die halben Axen MA, MC und 
mithin auch die ganzen AB, CD einander gleich. Demzufolge giebt es 
nur eine einzige solche Figur, welche nach jeder Richtung eine Symme- 
tral-Axe hat, und dieselbe ist der Kreis. 

$. 5. Aus der vorstehenden Betrachtung schliefst man, unter an- 
dern, den folgenden 

Hauptsatz, 

„Unter allen Figuren von gleichem Inhalte hat der Kreis den 
kleinsten Umfang;” und umgekehrt: „unter allen Figuren von gleichem 
Umfunge hat der Kreis den gröfsten Inhalt! 

Denn man denke sich diejenige Figur V, welche bei irgend einem 
bestimmten Inhalte den möglichst kleinsten Umfang habe: so muls die- 
selbe nach allen Richtungen symmetrisch sein. Denn wäre sie es nach 
irgend einer Richtung nicht, so liefse sie sich, mittelst einer nach dieser 
Richtung gezogenen Axe X, in eine andere Figur V, verwandeln, welche 
denselben Inhalt, aber kleineren Umfang hätte; dann aber würde eine 
dritte Figur V’, welche der zweiten V, ähnlich und mit der ersten F 
gleichen Umfang hätte, offenbar sröfseren Inhalt haben, als die zweite, 
also V'>V, und also auch V'>V, was der Annahme widerspräche; da- 
her mufs V nach allen Richtungen symmetrisch, und folglich der Kreis sein. 

Der umgekehrte Satz folgt, nach bekannter Art, indirect aus dem 


ersten. 
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$. 6. Aus dem vorstehenden Hauptsatze lassen sich, wie schon 
Eingangs erwähnt worden, eine sehr grofse Reihe von Aufgaben und Sätzen 
über Maximum und Minimum, welche bei ebenen Figuren unter mannich- 
faltisen Bedingungen statt finden, meist fast unmittelbar beantworten und 
als blofse Zusätze herleiten, was ich bei einer anderen Gelegenheit aus- 
führlich nachweisen werde. Uebrigens kann der Hauptsatz, unter andern, 
noch auf zwei Arten einfach bewiesen werden, wovon die eine Art, au- 
[ser ihrer Strenge, sich dadurch auszeichnet, dafs sie auf analoge Weise 
auch für die sphärischen Figuren statt findet. 

$. 7. In Bezug auf die obige Betrachtung ($. 4.) lüfst sich hier 
noch fragen: 

„Welche Form kann eine Figur V möylicherweise haben, wenn 
„sie zwei Symmelral-Azen X, Y hat, die sich unler einem beliebigen ge- 
„gebenen Winkel u schneiden, und von denen jede dem Umfange der Fi- 
„gur nur in zwei Puncten begeynei?” 

Die Erörterung dieser Frage liefert folgendes Ergebnils. Die Fi- 
gur hat, aufser den beiden gegebenen X und Y, im Allgemeinen noch 
mehr Symmetral- Axen Ä,, Y,, Är, F.,-... undzwar entweder 1) eine 
bestimmte endliche Anzahl, oder 2) unendlich viele, je nachdem nämlich 
beziehlich «:# commensurabel oder incommensurabel ist. 

I. Wenn «:7 commensurabel, etwa = 1:m, wo m irgend eine 
ganze Zahl ist (wäre «:z=n:m, und n ebenfalls eine ganze Zahl >1, 
so würden in Bezug auf alle Axen, X und Y nicht unmittelbar aufein- 
ander folgen, sondern es lägen a —1 andere Axen zwischen ihnen), so 
hat die Figur Y im Ganzen m Symmetral- Axen, die sich in demselben 
Puncte M schneiden, und deren Abschnitte nach der Reihe um den Punct 
M herum genommen, abwechselnd einander sleich sind. Der Umfang der 
Figur besteht aus 2m gleichen Theilen, nämlich zwischen den nach glei- 
cher Seite hin liegenden Endpuncten je zweier unmittelbar auf einander- 
folgender Axen liegt ein solcher Umfangstheil; diese Theile bleiben unbe- 
stimmt, d. h. einer derselben kann willkührlich angenommen werden, 
kann eine beliebige Linie oder Curve sein, und dann sind alle andern 
durch ihn bestimmt. Im übrigen sind dabei noch zwei Fälle zu unter- 
scheiden, ob m gerade oder ungerade ist. 

l. Wenn m gerade, so ist M Mittelpuncet der Figur V, und die 
m Axen sind abwechselnd einander gleich, 
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2) Ist m ungerade, so sind alle Axen einander gleich, die Ab- 
schnitte aber, in welche sie durch den gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
punct M getheilt werden, sind nach ihrer Aufeinanderfolge abwechselnd 
einander gleich. 

II. Wenn «:7 inecommensurabel, so hat die Figur V unendlich 
viele Symmentral- Axen, so dals nothwendig nach jeder beliebigen Rich- 
tung eine solche statt findet, woraus man schliefst, dafs in diesem Falle 
die Figur nur der Kreis sein kann. 


Von den Körpern. 


$. 8. Fundamentalsatz. Wenn von einer dreiseitigen Pyra- 
mide die eine Kante, die daran liegenden zwei Seitenflächen, so wie de- 
ren Flächenwinkel der Gröfse nach gegeben sind, so ist die Summe der 
beiden übrigen Seitenflächen dann ein Minimum, wenn dieselben zu jeder 
der ersteren, für sich betrachtet, unter gleichen Winkeln geneigt, und 
milhin einander gleich (congruent) sind. Oder mit andern Worten: 

„Kine beliebige dreiseitige Pyramide ABCD (Fig. 32.) läfst sich in 
eine andere abed mit einer gleichen Kante (ab= AB), gleich grofsen 
daran liegenden Seitenflächen und gleichem anliegenden Flächenwinkel 
verwandeln, in welcher die Summe der beiden übrigen Seitenflächen klei- 
ner ist, als in jener, und welche eine Symmetral- Ebene hat, die nämlich 
die genannte Kante ab hälftel, auf ihr senkrecht steht und durch die 
zwei übrigen Ecken der Pyramide geht.” 

Beweis. Man bezeichne die unbegrenzte Gerade, in welcher die 
gegebene Kante AB liegt, durch P, und denke sich durch die Ecken C, 
D die unbegrenzten Geraden 0, R parallel mit P: so können die Kante 
AB und die Ecken C, D beziehlich in diesen Geraden P, Q, R an- 
genommen werden, wo man will, die Pyramide wird immer alle gegebe- 
nen Elemente enthalten und stets denselben Inhalt haben, 

In P sei ab=AB und m sei die Mitte von ab, also ma=mb. 
Die Ebene X, welche in m auf P senkrecht, trefie die zwei andern Ge- 
raden Q und R, zu welchen sie gleichfalls senkrecht ist, in c und d; so 
wird die Pyramide abcd alle gegebenen Elemente enthalten und nach 
der Behauptung des Satzes die Eigenschaft haben, dafs die Summe der 
zwei Seitenflächen aed-+bcd ein Minimum ist. Aus der Construction 
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folgt, — da nämlich die Dreiecke acd, dcd einander gleich und ihre Ebe- 
nen mit der Ebene ÄX gleiche Winkel bilden, — dafs die in den Puncten 
a, b auf die Flächen acd, bed errichteten Perpendikel az, br einander in 
einem Puncte & treffen müssen, der in der Ebene X liegt, und dafs ax 
=brz=r ist. Betrachtet man die vier Pyramiden, welche den Punet z 
zur gemeinschaftlichen Spitze und die vier Seitenflächen der Pyramide 
abcd beziehlich zu Grundflächen haben, so kann die letztere, wie man 
sieht, durch jene wie folgt ausgedrückt werden: 
abed = zacd+-xbed— zube—zabd. 

Hält man die Kante a5 fest, lälst dagegen die Ecken c, d in den 
zugehörigen festen Geraden Q, BZ beliebig rücken, bezeichnet sie in der 
neuen Lage durch c,, d,, so hat die neue Pyramide abc.d, alle gege- 
benen Elemente, und es muls gezeigt werden, dafs die Flächensumme 
achd,+bcd,>acd-+bed. Da gleicherweise, wie vorhin, 

abce,d, = zacd, -xbed—zube,—zabd,, 
und da von diesen fünf Pyramiden die erste, vierte und fünfte beziehlich 
den vorigen an Inkalt gleich sind, so muls auch 
zacd, +-zbed, = zacd+ zbcd 

sein. Diese zwei Paar Pyramiden haben die obigen zwei Paar Flächen, 
deren Summen verglichen werden sollen, zu Grundflächen. Die Pyrami- 
den zacd, zbcd haben gleiche Höhe, nämlich ze=rb=[r, und oflen- 
bar ist dieselbe grölser als die Höhe jeder der beiden Pyramiden zac,d,, 
zbc,d,, weil deren Grundflächen ae,d , dbc,d, nicht auch zu den festen 
Strahlen za, zd senkrecht sein können; daher mufs nothwendig die Summe 
der Grundflächen bei den letztern zwei Pyramiden grölser sein, als bei 
den zwei erstern. Oder, um diesen Schluls anschaulicher zu machen, 
bezeichne man Jie Höhen der Pyramiden zac,d,, zöc,d,, da dieselben 
kleiner als r sind, durch r—u, r—v, so hat man, nach der letzten 


Gieichung: 


” 


(r-u)acd+r—v)bod = r.acdrr.bcd, 


daraus 
r(acd, +leadh—acd—bed) = u.acd, +r.be.d, 


und folglich 


ac.d,+be,d>uacd+bcd, 
was die Wahrheit des obigen Satzes bestätigt. 
Crelle's Journal . M. Bi. XYIIl. Hfu 4. 38 
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$. 9. Ist die Grundfläche einer vierseitigen Pyramide DAEFB 
(Fig. 32.) ein Paralleltrapez AEFB, dessen parallele Seiten AB, EF 
der Gröfse nach gegeben, und sollen diese Seiten und die Spitze D der 
Pyramide beziehlich in drei festen parallen Geraden P, S und R liegen, so 
bleibt der Inhalt der Pyramide constant, man mag die Elemente AB, EF\, D in 
den festen Geraden P, S, R annehmen, wo man will; hingegen ist die Summe 
der beiden Seitenflächen, ADE+BDF, welche die nicht gegebenen Seiten 
(AE, BF) der Grundfläche zu Grundlinien haben, dann ein Minimum, 
wenn die Pyramide daefb eine Symmetral-Ebene X hat, d. h., wenn 
die Ebene, welche durch die Spitze d der Pyramide und durch die Mit- 
ten m, m, der gegebenen parallelen Kanten ab, ef geht, auf diesen 
Kanten senkrecht steht. 


Dieser Satz folgt, wie der blofse Anblick der Figur zeigt, leicht 
aus dem vorhergehenden Satze. Denn die gegenwärtige vierseitige Py- 
ramide DAEFB kann im Allgemeinen als ein bestimmter constauter Theil 
von der vorigen dreiseitigen Pyramide DABC angesehen werden, wobei 
dann die Summe der beiden Seitenflächken ADE+BDF, deren Minimum 
hier bestimmt werden soll, ebenfalls zu der Summe der Seitenflächen, 
ADC + BDC, welche dort betrachtet worden, ein bestimmtes constantes 
Verhältnifs hat, so dals also beide Summen zugleich, und zwar unter der 
nümlichen Bedingung, ihr Minimum erreichen. 


$. 10. Sind die parallelen Kanten AB, EF', GIl eines schief- 
abgeschniltenen dreiseitigen Prismas AEGIFB (Fig. 82) der Gröfse 
nach gegeben, und sollen dieselben beziehlich in drei festen Geraden P, 
S, T liegen, so bleibt der Inhalt des Prismas constant, man mag die 
Kanten in den festen Geraden annehmen, wo man wills hingegen ist die 
Summe der beiden Grundflächken, AGE-+-BHF, dann ein Minimum, 
wenn das Prisma, wie elwa aeghfb, eine Symmelral- Ebene X hat, 
d. h., wenn die Iibene, welche durch die Mitten m, m,, m, der gegebe- 
nen parallelen Kanten ab, ef, gh geht, auf diesen senkrecht steht. 


Auch dieser Satz folgt, wie leicht zu sehen, ähnlicherweise wie der 
vorige fast unmittelbar aus dem obigen Fundamentalsatze ($. 8.). — Wenn 
insbesondere von den drei gegebenen Kanten irgend zwei, oder alle drei 
einander gleich sind, so folgt aus anderen Gründen leicht, dals auch für 
diesen Fall der Satz unter den nämlichen Bedingungen statt findet. Glei- 
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ches gilt von dem vorhergehenden Satze ($. 9.), wenn die beiden gege- 
benen Kanten einander gleich sind. 

Anmerkung. Es kann noch bemerkt werden, dafs auch für das 
n seitige sehiefabgeschnittene Prisma, wenn dessen parallele Kanten gege- 
ben und in festen Geraden liegen sollen, der Satz auf analoge Weise 
statt findet, nämlich: dafs die Summe der beiden Grundflächen dann ein 
Minimum ist, wenn die Ebene, welche durch die Mitten jener Kanten 
geht, auf denselben senkrecht steht und mithin eine Symmetral-Ebene 
des Prismas ist, Denn auch hier bleibt der Inhalt des Prismas constant, 
wenn die gegebenen Kanten in den festen Geraden verrückt werden; je- 
doch ist durch die Lage je dreier Kanten, die Lage aller übrigen bestimnit. 
Man schliefst daraus weiter, dals der Satz auch für einen beliebigen Cy- 
linder gültig sei, wenn nämlich in irgend drei Geraden, welche in der 
Cylinderfläche liegen, (etwa P, S, 7), drei Kanten (AB, EF\, GH) des 
Cylinders gegeben sind. 

$. 11. Mittelst der vorstehenden drei Hülfssätze ($. 8— 10.) läfst 
sich jeder beliebige gegebene convexe Körper K unter Beibehaltung sei- 
nes Inhaltes in einen andern Körper X, verwandeln, welcher kleinere 
Oberfläche hat, und welcher in Bezug auf irgend eine Ebene X symme- 
trisch ist. Die Verwandlung geschieht auf ganz analoge Weise, wie oben 
bei den ebenen Figuren ($.3.), nur kann sie nicht ebenso bequem durch 
Zeichnung veranschaulicht werden. Daher begnüge ich mich, das Ver- 
fahren durch folgende Beschreibung auzudeuten. 

Es sei z. B. irgend ein convexes Polyeder K gegeben. Aus den 
Ecken desselb. ı fülle man auf eine beliebig gewählte Ebene X Perpen- 
dikel, durch diese Perpendikel, in bestimmter Ordnung paarweise genom- 
men, lege man Ebenen: so wird durch die letzteren das Polyeder X 
in solche Stücke zerschnitten, welche, im Allgemeinen, nur von dreierlei 
Art sind, nämlich nur Körper solcher Art, die den Gegenstand der obigen 
drei Sätze ausmachen; und zwar vertreten die Perpendikel hier die Stelle 
der dortigen festen Geraden P, Q,R, 8,T, ....; die veränderlichen Sei- 
tenflächen der gegenwärtigen Körper sind Theile der Oberfläche des ge- 
gebenen Polyeders K, so dafs die Summe aller jener Seitenllächen gerade 
aus dieser Oberfläche besteht, oder ihr gleich ist. Werden nun alle diese 
Körpertheile — jeder zwischen den zugehörigen drei Perpendikeln, als feste 


Gerade angesehen — in solche umgewandelt, welche die angenommene feste 
38 ® 
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Ebene Ä" zur Symmetral-Ebene haben, so bilden sie zusammen ein neues 
Polyeder X,, welches mit dem gegebenen K gleichen Inhalt, aber offen- 
bar kleinere Oberfläche hat, als dieses, indem nämlich seine Oberfläche 
die Summe jener veränderlichen Seitenflächen gerade für den besonderen 
Fall repräsentirt, wo von den letzteren, zufolge der obigen Sätze, die 
Summe je zweier zusammengehöriger ihr Minimum erreicht. Das neue 
Polyeder K, hat demnach eine Symmetral-Ebene X und nothwendiger- 
weise im Allgemeinen mehr Ecken und mehr Seitenflüchen, als das ge- 
gebene Polyeder K. Die Vermehrung der Ecken und Seitenflächen hängt 
nämlich, wie man bemerken wird, von denjenigen Perpendikeln ab, welche 
durch das Innere des Polyeders Ä gehen, die also aulser einer Ecke, auch 
noch irgend eine Seitenflüche desselben treffen; durch jedes solche Per- 
pendikel nimmt die Zahl der Ecken um eine Einheit zu, und zwar auch 
in dem Falle, wo das Perpendikel eine Kante trifit, oder in einer Seiten- 
fläche liegt; geht aber das Perpendikel insbesondere durch zwei Ecken, 
oder geht es nicht durch das Innere des Polyeders K, sondern nur durch 
eine Ecke desselben, so bewirkt es keine Vermehrung der Ecken. Die 
Zahl der Seitenflüchen vermehrt sich rascher, nämlich durch jedes Per- 
penpendikel, welches eine Seitenflüche des Polyeders K trifft, kann sie 
um zwei oder mehr Einheiten zunehmen. 

Auf gleiche Weise kann nun ferner das Polyeder K, mittelst einer 
neuen beliebigen Ebene Y in ein anderes Polyeder A, verwandelt wer 
den, welches bei gleichem Inhalte abermals kleinere Oberfläche, dagegen 
mehr Ecken und mehr Seitenflächen hat, und welches in Bezug auf die 
Ebene Y symmetrisch ist. Eben so lülst sich dieses neue Polyeder K, 
wiederum verwandeln, wobei der Inhalt constant bleibt, dagegen die Ober- 
fläche sich verkleinert, die Zahl der Ecken und Seitenflächen aber sich 
vermehrt, und wo das neu entstandene Polyeder X, gleichfalls eine Sym- 
metral-Ebene hat; ws. w. 

Wird insbesondere die zweite Hülfs- Ebene Y zu der ersten X senk- 
recht angenommen, und wird die Durchschnittslinie beider Ebenen durch 
z bezeichnet, so ist das (dritte) Polyeder K, in Bezug auf beide Ebenen 
X, Y zugleich symmetrisch, so dals z eine Symmetral- Axe desselben ist, 
d. h. dafs jede zu & senkrechte Gerade ab, welche der Oberflüche des 
Polyeders in irgend einem Puncte @ begegnet, dieselbe noch in einem an- 
dern Puncte 5 trifft und die Strecke a5 durch die Axe & gehälftet wird, 
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Durch eine dritte Ebene Z, welche zu den beiden vorigen, oder zu der 
Axe 2, senkrecht ist, erhält man ein neues Polyeder K,, welches in Be- 
zug auf jede der drei Ebenen X, Y, Z symmetrisch ist, deren Durch- 
schnittslinien 2, y, 2 zu Symmetral-Axen, so wie deren gemeinschaft- 
lichen Durchschnittspunct MM zum Mittelpunct hat. Wird nun das Polyeder 
K,, mittelst beliebiger Ebenen, weiter verwandelt, so hat es sofort stets 
einen Mittelpunct M, so wie irgend drei zu einander senkrechte Symme- 
tral-Ebenen, die sich in demselben schneiden, und drei Symmetral- Axen, 
welche die Durchschnittslinien dieser Ebenen sind. 

Da durch wiederholtes Verwandeln das Polyeder so viele Seiten- 
flächen und Ecken erhalten kann, als man will, die Oberfläche aber stets 
schwindet, so müssen nothwendig die einzelnen Seitenflächen zuletzt sehr 
klein werden, so dafs die Oberfläche sich irgend einer krummen Flüche 
nähert, und endlich einer solchen sehr nahe, oder wie man sagt, unend- 
lich nahekommt. Wird in gleichem Sinne eine beliebige convexe krumme 
Oberfläche als aus unendlich kleinen ebenen Theilchen bestehend ange= 
sehen, so lälst sich der Körper, der von derselben umschlossen wird, of- 
fenbar auf die nämliche Weise in einen andern, symmetrischen Körper 
von kleinerer Oberfläche verwandeln. 

Mag demnach die Oberfläche eines gegebenen convexen Körpers 
K beschaffen sein, wie man will, aus ebenen Flächen, oder aus einer ein 
zigen krummen, oder aus ebenen und krummen Flächen bestehen: so lälst 
sich derselbe nach obiger Art so lange verwandeln und dadurch, unter 
Beibehaltung des Inhaltes, seine Oberfläche verkleinern, als er nicht nach 
allen Richtungen Symmetral-Ebenen hat. Wenn aber der Körper nach 
einigen Verwandlungen diesen Zustand erreicht, wo er nach jeder belie- 
bigen Richtung eine Symmetral-Ebene hat*), oder wenn er sich schon 





*) Z. B. ein beliebiges Ellipsoid K kann durch zwei nach einander folgende Verwand- 
lungen in den bezeichneten Zustand gebracht, nämlich in eine Kugel K, verwandelt werden. 
Es seien a, b, c die halben Axen des Ellipsoids nach der Ordaung ihrer Gröfse, wo a die 


gröfste. Man deuke oder verschaffe sich die Gerade r=V (abe), trage dieselbe als Halb- 
messer in das Ellipsoid X ein, was nach unendlich vielen verschiedenen Richtungen geschehen 
kaun, nehme sofort die Hülfs-Ebene X zu diesem Halbmesser r senkrecht au und verwandle K: 
so ist der nene Körper K, gleichfalls ein Ellipsoid, wovon man sich leicht überzeugen wird, 
und zwar fällt offenbar eine Axe desselben auf den Halbmesser r, und ihre Hälfte ist diesem 
gleich. Sind a,, 5, , c, die halben Axen des Ellipsoids X u, So ist, vermöge des constan- 
ten Inhaltes, abe =a,b,c, =r?; daher kann r nur der halben mittleren Axe b, gleich 
sein, also r—=b,=Y(a,c,), Nuu denke man sich denjenigen Hauptschaitt des Ellipsoids 
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Anfangs in diesem Zustande befindet, so hört die Verwandlung auf, näm- 
lich so bleibt die Oberflüche sowohl als der Inhalt, mithin der Körper 
selbst constant. Ein solcher Körper aber, welcher nach allen Richtungen 
Syminetral- Ebenen (und somit auch Symmetral- Axen) hat, besitzt noth- 
wendigerweise einen Mittelpunet und es müssen alle seine Durchmesser 
einander gleich sein, woraus folgt, dafs es nur einen einziger solchen Kör- 
per geben kann, und dals dieser die Kugel ist. 


$.12. Aus der vorstehenden Betrachtung schliefst man zunächst 

folgenden 
Hauptsatz. 

„Unter allen Körpern von gleichem Inhalte hat die Kugel die 
kleinste Oberfläche;” und umgekehrt: „unter allen Körpern von gleicher 
Oberfläche hat die Kugel den kleinsten Inhalt 

Der Beweis dieses Satzes ist deutlich in dem Vorhergehenden ent- 
halten, bedarf also keiner Wiederholung, die indessen auf analoge Weise 
eeschehen könnte, wie bei dem obigen Hauptsatze ($. 5.). 


$. 13. Aechnlicherweise, wie so eben auf Körper im Allgemeinen 
($. 12,), kann auch auf solche Körper insbesondere geschlossen werden, 
welche zwischen bestimmten gegebenen Grenzen sich befinden, oder son- 
stigen Bedingungen unterworfen sind, wie z. B. auf prismatische oder py- 
ramidalische Körper von gleicher Höhe und gleichem Inhalte oder gleicher 
Summe der Seitenflächen. Für diese genannten Körper tritt io Hinsicht 
der obigen Verwandlung ($. 11.) die Beschränkung ein, dals die Hülfs- 
Ebenen X, Y, .... sämmtlich zu der Grundfläche des Körpers senkrecht 





K,, welcher durch die gröfste und kleinste Axe desselben geht, der also eine Ellipse ist, 
welche mit Ä, die halben Axen a, , c, gemein hat, trage in diese Ellipse wiederum die Ge- 
rade r als Halbmesser ein, nehme die Hülfs- Ebene darauf senkrecht au, und verwandle mittelst 
derselben X, : so wird der neue Körper K, eine Kugelsein, die der obigen Forderung genügt. — 
Die Richtigkeit dieser Angaben ist leicht zu bestätigen, 

Wenn demnach ein gegebenes Ellipsoid K, insbesondere so beschaffen ist, dafs das 
Quadrat der mittleren Axe gleich dem Rechteck der beiden übrigen Axen, oder b’ =a,ec;: 
so kann dasselbe mittelst einer einzigen, gehörig gewählten Ebene Y in eiue Kugel ver- 
wandelt werden. 

Um den Spielraum der verschiedenen Richtungen, nach welchen die Gerade r sich als 
Halbmesser iu das beliebige Ellipsoid K eintragen läfst, anzuschauen, denke ınan sich die mit 
dem letzteren concentrische Kugeliläche, welche r zum Radius hat; die beiden Oberflächen wer- 
den einander in einer Curse von doppelter Krümmung schoeiden, durch welche zugleich eine 
mit jenen concentrische Kegelßäche zweiten Grades geht — und diese ist, wie man siebf, der 
Vıt des Halbmessers r. 
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sein müssen; aulserdem aber können sie beliebige Richtung haben. Bei 
den prismatischen Körpern kann jedoch eine einzige besondere Hülfs - Ebene 
mit den beiden Grundflächen parallel sein, und zwar ist es diejenige, die 
von den beiden letzteren gleich weit entfernt. Für die beiden Arten von 
Körpern ergeben sich aus der obigen Betrachtung, wie man leicht be- 
merken wird, folgende zwei Sätze: 

I. Unter allen prismatischen Körpern von gleicher Höhe und 
gleichem Inhalte hat der gerade Cylinder die kleinste Seitenfläche” Und 
umgekehrt: „Unter allen prismatischen Körpern von gleicher Höhe und 
gleicher Seitenfläche hat der gerade Cylinder den gröfsten Inhalt” 

II. „Der gerade Kegel besitzt die doppelte Eigenschaft, dafs er 
unter allen pyramidalischen Körpern von gleicher Höhe, bei gleichem In- 
halte die kleinste Seitenfläche, und bei gleicher Seitenfläche den gröfsten 
Inhalt hat? 

$. 14. In Rücksicht auf die obige Betrachtung ($. 11.) ist hier 
ähnlicherweise, wie ($. 7.), die folgende Frage zu stellen: 

„Welche Gestalt kann ein Körper K möglicherweise haben, wenn 
er zwei oder drei beliebige gegebene Symmetral- Ebenen hat, und wenn 
die Durchschnittslinie jeder dieser Ebenen mit der Oberfläche des Kör- 
pers von jeder beliebigen Geraden in nicht mehr als zwei Puncien ge- 
itroffen wird?” 

I. Hat der Körper K zwei Symmetral-Ebenen X, Y, die einen 
gegebenen Winkel « einschlielsen, und ist Ersiens a:7 commensurabel, 
etwa =1:m, so finden im Ganzen ın Symmetral-Ebenen statt, die sich 
in einer und derselben Geraden z schneiden; die Durchschnitts - Figuren 
in diesen m Ebenen, so wie die Theile, in welche dieselben durch die 
Gerade 2 getheilt werden, sind auf entsprechende Weise einander gleich, 
wie bei der obigen Figur V ($.7., I.) die m Axen und deren Abschnitte. 
Die Oberfläche des Körpers besteht aus 2m Theilen, wovon jeder durch zwei 
unmittelbar aufeinanderfolgende Symmetral-Ebenen begrenzt wird; sie 
sind abwechselnd einander gleich, so dals sie in zwei Abtheilungen zerfal- 
len, deren jede m Theile umfalst, welche unter sich gleich sind; aufserdem 
sind die zur einen Abtheilung gehörigen Theile denen der anderen sym- 
metrisch gleich. Im übrigen bleiben diese Theile unbestimmt, sie können be- 
liebige Flächen zwischen jenen angegebenen Greuzen sein. Ist Zweitens a: 
incommensurabel, so hat der Körper K’ unendlich viele Symmetral- Ebenen 
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die sich in einer einzigen Geraden % schneiden; alle Durchnitts - Figuren 
dieser Ebenen mit der Oberiläche des Körpers sind einander gleich und 
jede wird durch die Gerade z in zwei gleiche Theile getheilt, so dals 
also die Oberfläche offenbar durch Umdrehung irgend einer Curve um die 
Axe % erzeugt wird; diese Curve aber bleibt, bis auf die vorausgesetzte 
Eigenschaft, dals sie von irgend einer Geraden mr nur zwei Puncten g& 
schnitten werden kann, unbestimmt. 

il. Hat ferner der Körper K irgend drei Symmetral- Ebenen X, Y 
und Z, welche einander paarweise X und Y, X undZ, Y und Z in drei 
Geraden 2, y, X und unter gegebenen Winkeln «a, ß, 'y schneiden, und welche 
zusammen nur einen Punct M gemein haben: so muls, sobald von den drei 
Winkeln irgend zwei, etwa « und ß, mit 7 incommensurabel sind, der Kör- 
per in Rücksicht zweier Axen z$ und y durch Umdrehung erzeugt (I. 2,) 
und daher nothwendig eine Kugel sein. Wenn aber nur einer der drei 
Winkel mit 7 incommensurabel ist, oder gar keiner, also alle drei mit z 
commensurabel, so werden doch, selbst in dem letzteren Falle, unter den 
drei Systemen von Symmetral-Ebenen, die beziehlich durch die Geraden 
x, y, x gehen, und welche durch die gegebenen Ebenen, die paarweise 
genommen mit dazu gehören, nach dem Vorigen (I., 1.) bestimmt wer- 
den, im Allgemeinen irgend zwei Paare sich befinden, (wo nemlich die 
zwei Ebenen jedes Paars verschiedenen Systemen angehören), die sich unter 
Winkela schneiden, welche mit 7 incommensurabel sind, so dafs also wie- 
derum der Körper eine Kugel sein muls. Nur wenige einzelne Fälle schei- 

en hierbei eine Ausnahme zu machen, wie namentlich die zwei, wo von 
den gegebenen drei Winkeln a, £, y, 1) irgend zwei Rechte sind, und 2) wo 
jeder derselben =}, oder, was bei näherer Ansicht auf dasselbe hinaus- 
kommt, wo der eine =47 und jeder der beiden übrigen = 4. Also: 

Wenn der Körper K drei beliebige Symmelral- Ebenen hat, die 
einander in drei Geraden schneiden, so ist er im Allgemeinen eine Kugel. 


Berichtiruog, Seite 284 Zeile 5 v. o. lese: der Inhalt desselben durch das Per- 
pendikel Be gehälitet wird, so ist abcd eine Raute; statt: „der Umfang etc.” — Seite 285 
Z.11 v. u. ist „(welche allemal die genannten Axen sind)” wegzulassen , "und 2.9 v. u. lese: 
(our wicht dem gröfsten oder kleinsten Durchwesser parallel); statt: „(nur nicht einer etc.).” 








20. PR, Mindiug, über die Biegung gewisser Flächen. 297 


| 20. 
Ueher die Biegung gewisser Flächen. 


(Yon Hrn, Dr. Ferd. Minding zu Berlin.) 





Werden die rechtwinkligen Coordinaten einer krummen Fläche durch 
zwei veränderliche Grölsen > und g ausgedrückt, so gilt bekanntlich für 
das Element (ds) einer auf jener befindlichen Curve die Formel: ds’ — 


Edp+2Fdpdg+@Gdg, in welcher EZ, F, @ Functionen von p und 


s nt? nr = (2) ey __ dx ds dy dy 
N 2 r dp + dp! ? m ap’dq | dp'dgq 


Tee G = (2) + (2) + (2). Jede andere Fläche, deren Coordi- 
naten sich durch solche Ausdrücke in > und g darstellen lassen, die wie« 
der den obigen Werth des Linear - Elementes liefern, ist offenbar, wofern 
nämlich einerlei Werthe von p und g reelle Puncte beider Flächen geben, 
eine blofse Biegung der ersten. Denn alsdann ist, wegen der Gleichheit 
entsprechender Linear- Elemente, jedes Dreieck zwischen drei einander 
unendlich nahen Puncten der ersten Fläche congruent dem Dreiecke zwi- 
schen den drei entprechenden Puncten der zweiten; beide Flächen sind 
also aus denselben Elementar-Dreiecken in derselben Ordnung zusammen- 
gesetzt, wie der Begriff der Biegung fordert. 

Bisher ist die Biegsamkeit nur bei den abwickelbaren Flächen nach- 
gewiesen worden; hier soll gezeigt werden, dafs sie Statt findet bei allen 
Flächen, welche durch Bewegung einer geraden Linie entstehen; wovon 
man sich leicht auf folgende Weise überzeugt. Es seien a, a’, a’, .... 
die unendlich nahe auf einander folgenden Geraden, weiche ein Stück (s) 
einer solchen Fläche bilden, so kann man, den ersten Streifen zwischen a und 
a’ unbewegt lassend, den übrigen Theil von s um.a', als feste Axe, unend- 
lich wenig drehen; hierauf die Streifen aa’ und a’a’' unbewegt lassend, 
den noch übrigen Theil von s um a‘ drehen u. s. f., wodurch die Fläche 
gebogen wird, ohne die Länge irgend einer auf ihr befindlichen Linie zu 
ändern. Diese Biegung geschieht, wie man sieht, ganz auf dieselbe Weise, 
wie bei abwickelbaren Flächen; die bisherige Beschränkung auf diese ist 
mithin durchaus unwesentlich. 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XVII. HfL 4. 39 
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Auf der zu biegenden Fläche wähle man eine beliebige Curve, 
welche sämmtliche die Fläche erzeugenden Geraden schneide; sie mag 
Leitcurve heilsen. Es sei A ihr Durchschnitt mit einer jener Geraden, 
B ein beliebiger Punct in dieser; der Abstand des Punctes B von A 
heilse 9; «‘, v’, w‘ seien die Cosinus der Neigungen der Geraden AB 
gegen die Axen; u, v, w seien die Coordinaten von A, z, y, & die von 
DB; so hat man: 

l. z=uHtgu, y=tr+o; z=wH4gw. 
Die Größen w, v, w, u‘, v‘, w‘ sind unabhängig von 9 und Functionen 
einer anderen Veränderlichen p. Man hat zunächst: 
2. a’ vV’w’=1. 
Setzt man noch: 


3 dW + di” + dw = uadp 
4. dudu' -dvdv’ +-dwdw = Pdp’ 
dw” + dv?’ + dw” = ydy’ 
6. wdu + vdv + wdw = edp 


so sind &, ß, 'y, € Functionen von p, und man erhält für das Linear- 
Element: 

7. de +dy’ +d?=d’?= (a +2 +yPM)dp+2edpdg+dg. 
Um sofort andere Flächen zu finden, welche das nämliche Linear - Element 
geben, wie die vorgelegte, setze man, zufolge (2.): 

8. wW=cosdcos’), v=cosdsiuy, w=sin®. 
D und % sind zwei neue veränderliche Gröfsen. Entwickelt man hieraus 


die Differentiale von %‘, v‘, w’ und nimmt die Summe ihrer Quadrate, so 
kommt (nach 5.) 


9. dDV-+cosP’.dy’ = ydp“. 
Setzt man nun für ® eine willkührliche Function von p, so ergiebt sich 
aus vorstehender Gleichung Y in ? ausgedrückt; mithin folgt aus (8.) ein 
System von Werthen von ‘, v‘, w‘, welches eine unbestimmte Function 
entbält. Um noch die zugehörigen Werthe von u, v, w zu finden, dienen 

die Gleichungen (3.), (4.), (6.). Es sei 

Adp = v’ dw — w’dv', 

10 \2a = wdu— udw, 

[Cap = u dv'—v'du‘, 


mithin (wegen 8.) 
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rare = sin) dd — sind cosD cosıy dy, 
11. Bdp = — cos ddD— sind cos PsinydY, 
Cap = cosh'.dy, 


und 
2. ArP+l=y. 
Aus (4.) und (6.) nach einander dw, dv, du elimiuirend erhält man: 
Adv—Bdu edw—PBw‘dp, 
Cdu— Adw edv’ —Pv’dp, 
Bidw— Cdv edu' — Bu’ dp, 
und hieraus durch Addition der Quadrate, mit Rücksicht auf (3.) und (12.) 
ayd® — (Adu+Bdev-+- Cdw) = (y+Pß’)dp', 
oder (C—E)y— PB’ g? setzend: 
14. Adu+Bdv+Cdw = gdp. 

Die mit 9° bezeichnete Gröfse ist entweder positiv oder, wenn die Fläche 
N 
VER TEw Tr. 
maafs der hier betrachteten Flüchen, welches sich aus dem von Guufs 
in der Abhandlung über krumme Flächen entwickelten allgemeinsten Aus- 
drucke ergiebt. Aus (13.) und (14,) findet man zur Bestimmung vou 

u,v, w; 


13. 


(| 








abwickelbar, Null. Ueberhaupt ist das Krümmungs- 


du —(Agdp +fduw' +eywdp), 


{ ’ ) 
7 (Bgdp +Pdv +eyv’dp), 
dw = —(Cgap+Pdw' +eyw'dp). 


Werden in (1.) für w, v, w die Werthe gesetzt, welche sich durch 
Integration der vorstehenden ergeben und für «', v‘, w‘ die Werthe aus 
(8.); so erhält man einen Ausdruck der Flächen, welche durch die hier 
vorausgesetzte Biegung der vorgelegten entstehen können. 

Durch zweckmälsige Wahl der Leiteurve lüfst sich die obige For- 
mel für das Linear - Element (7.) etwas vereinfachen. Wird anstatt der vori- 
gen eine andere Leitcurve gewählt, so muls für 4 ein Ausdruck von der 
Form P-+-g gesetzt werden, in welchem P eine blolse Function von p 
ist, und g nunmehr in Bezug auf die neue Leitcurve dasselbe, wie vorhiu 
für die erste, bedeutet. Es sei ( +2P’g + yY'P)dp +2. dpdg+dy' 

39 * 


| 


15. dv 
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der hieraus hervorgehende Werth von ds’; so ist «= a-+2ßP-+yP: 


dP dP\? dP 
+2, G>) ‚E=P»HYP, Y=ye_e=e+ dp° Man kann also 
insbesondere P= — 5 setzen, wodurch ß’=0 wird. 


Es bietet sich die Frage dar, ob nic'.‘ unter den oben dargestell- 
ten unzähligen Biegungen einer Fläche, welche eine zusammengehörige Art 
der hier betrachteten Flächen bilden, eine als einfachste Fläche dieser 
Art eben so hervorzuheben sei, wie unter den abwickelbaren Flächen die 
Ebene. Nach der Analogie scheint für solche diejenige (stets mögliche) 
Biegung der gegebenen Fläche passend gewählt zu werden, durch weiche 
die erzeugenden Geraden alle einer Ebene parallel werden. Ihren Aus- 
druck erhält man sofort aus obigen Formeln, indem man P=O0 setzt5 
jene Geraden werden dann alle der Ebene zy parallel angenommen. Denkt 
man sich noch, der vorhergehenden Bemerkung gemäls, die Leitcurve so 
gewählt, das B=0, so wird für D=0: dy=yy.dp, u'= cos’/, 
v=sn’), wW=0, A=0, B=0, C=yYy du=ecudp, dvo=ev'dp, 


de = GE —=y(a—e)dp, mithin sind die Gleichungen für die gesuchte 





Fläche folgende: 
z —= [ecosydp +g cos‘), 


y= /ssoydp-+ gsind, 
z = W@—e).dp. 


Hier stellen die Werthe von = und y ein System von geraden 
Linien in einer Ebene dar, die alle eine Curve berühren, deren Coordi- 
naten man findet, indem man g9=0 setzt. Bei abwickelbaren Flächen, 
also wenn a—2°=0, entspricht diese Curve der Knotenlinie. Wenn 
aber &— 8° nicht Null ist, errichte man über derselben als Grundlinie 
einen geraden Cylinder; alsdann kann man sich die gesuchte Fläche vor- 
stellen als erzeugt durch eine Folge gerader Linien, welche diesen Cylin- 
der, auf dessen Seite sie senkrecht stehen, in einer gewissen Curve berühren. 


Es sei, um ein Beispiel der Biegung zu entwickeln, die Schrauben- 
fläche (coehlea) vorgelegt. Wenn man ihre Axe als Leitcurve und zu- 
gleich als Axe der 2 annimmt, so ergiebt sich: 

z=gcop, y=gsnp z=np. 
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Hieraus folgt a =’, B=0, y=1, e=0; mithin d’= (n"’+g’)dp’+dq. 
Ferner wird 9=n, woraus man überhaupt für die Biegungen dieser Fläche 
folgenden Ausdruck erhält: 


z = n /Adp +gc0s ® cos Y, 
yz n /Bdp-+gc0s@siny, 
zz n [Cap -+ gsin®. 


A, B, C sind als Functionen von ® und Y durch die Gleichungen (11.) 
bestimmt; ® ist eine willkührliche Function von ?, und % folgt aus der 
Gleichung d@’-+ c0os®?.dy?’ = dp®. 

Setzt man z. B. ® = const. = u, so wird dp = cosu.dy, und 
man erhält: 





z = —nsinpcosusin® -F gcosucos/, 
y= nsinxcosucosY'--gcosusin y, 
z_ ncosu’ . W+ gsinn. 
Lit +4, h eine neue Constante, Setzt man hier g=0, so er- 


C0S w 
giebt sich, dafs die Axe der Schraubenfläche durch diese Biegung die Ge- 
stalt einer gewissen Schraubenlinie, befindlich auf einem Cylinder vom 
Halbmesser 2 sin cosu, erhalten hat. Die hier dargestellte Biegung der 
Schraubenfläche entsteht dadurch, dafs man in jedem Puncte dieser Schrau- 
benlinie ein Loth auf der Ebene ihres Krümmungskreises errichtet. 


Um die Biegungen eines einfachen Hyperboloids zu finden, multi- 
plicire man die Gleichung: 


7 


2 2 2 
E+u=145 
mit 
1 = cosp’-+ sinp’, 
so kommt: | n 

| 2 3 
- + 2 = (cosp + sin) + (sinp 7 — cosp) ; 
mithin kann man setzen: 


2 p+Zsi I = sinyT-— 
„= = copt Jan, = sinp+— cosp. 


Diese Gleichungen stellen, je nachdem man in ihnen die oberen 
oder die unteren Zeichen gelten läfst, das eine oder das andere der bei- 
den Systeme von Geraden dar, weiche bekanntlich das einfache Hyper- 
boloid erzeugen, Da es hier nur auf eines derselben ankommt, nehme 
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man die oberen Zeichen, und setze, um noch g in seiner vorigen Bedeu- 
tung einzulühren, 

2 u 2 ——  1rlar 2 2 ? 2 

-=-. und ma’ = «snpf +bcosp+c; 
so ergeben sich die Coordinaten des Hyperboloids durch p und 9 ausge- 
drückt, wie folgt: 





a sinp 
z = 0cCOos ° 
Pt ——+9 
r . b cos 
y= bsinp — ——Z,g, 
a 
u ei 


und hieraus das Linear- Element auf dieser Fläche: 


2 2c? (a? — b?)sinpecos 3 52a? c? cosp?-L bic® sinn! 
ds = (m *)sinp Bob —+ta?c p*-+b*c*siup g) dp’ 


m m* 











(m? — 0? 2 
—.) — dpdg+dg. 


Mit Hülle dieser Formel lassen sich unzählige Flächen herleiten, 
welche Biegungen des einfachen Hyperboloids sind; ich halte jedoch die 
Ausführung solcher Beispiele hier für unnöthig, da der fernere Gang der 
Rechnung oben hinreichend vorgezeichnet ist. 

Eine später eingereichte Erweiterung dieses Aufsatzes bittet man am Schlusse dieses Hef- 


tes nachzusehen, da dessen Kiuriebtung uiebt gestattete, sie wach dem \Wunsche des 
Yerf, bier noch auzufügen 














1. Gudermann, Tüevsie der Ilod.- Funct. und der ‚Mod.-Inteer. 3.063. 303 


21. 


Theorie der Modular-Functionen und der Modular- 
Integrale. 


(Von Herrn Dr. Gudermann zu Münster, ) 
(Fortsetzung der Abhandlung No.1. im Isten, No. 10. im 2ten und No. 15. im 3ten Flefte dieses Bandes.) 





Sechster Abschnitt. 
Von den Modular-Iniegralen der ersten Art. 
$. 63. 


Von den Modular-Integralen der ersten Art und den elliptischen Quadranten überhanpt. 

Wenn man eine Modular - Function des Argumentes & oder a+ u mit 
du multiplicirt und dann integrirt, so lülst sich das Integral jedesmal als 
eine Amplitude, nämlich entweder als ein hyperbolischer oder ceyklischer 
Arcus darstellen, und es bieten diese Integrationen, welche im vorigen 
Abschnitte sehr ausführlich beliandelt, und aus der Formel amx = / dnucu 
hergeleitet wurden, wenig oder gar keine Schwierigkeiten dar. Wenn 
wir aber das Quadrat einer Modular-Function des Argumentes # mit du 
multiplieiren, und die Integration versuchen, so kann dieselbe durch die 
bisherigen Hülfsmittel nicht gefunden werden, und es ist also die Wahl 
einer transcendenten Function erforderlich, welche, weil die Amplituden 
die Aushülfe versagen, an ihre Stelle treten muls, und worauf nun die 
gesuchten Integrale zurückgeführt werden müssen, 

Die drei Integrale / sn’uw.Ou, Non’ u.0ou und A u.cu können 
sehr leicht auf einander zur ückgeführt werden; wir nennen sie Modular-Inte- 
grale der ersten Art, und werden demnächst noch einige zu ihnen hinzufügen. 

Da das Integral amu = /, dnw.2u unter den ihm ähnlichen das 
einfachste ist, so wählen wir jetzt ebenfalls das Integral JS. da’u.du zur 
Grundform, worauf die ihm ähnlichen zurückzuführen sind, " Da die Recti- 
fication der ebenen Ellipsen von diesem Integrale abhängt, und durch das- 
selbe im Grunde ein Bogen einer Ellipse, wie wir nachher zeigen wer- 
den *), ausgedrückt wird, so setzen wir: 


1. elu = / dn'w.öu. 
0 





*) Diese, so wie einige andere geometrische Betrachtungen werden erst später geliefert 
werden, nachdem die Theorie beendet ist, 
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Die durch dieses Integral vorgestellte transcendente Function nennen wir 
vorzugsweise das cyklische Modular-Integral der ersten Art. 

Wird u=K gesetzt, so haben wir ein bestimmtes Integral, wel- 
ches wir durch E bezeichnen. Hiernach ist: 


E = /  du’u.öu. 


Die Gröfse el® hängt von dem Modul % und dem Argumente u 
zugleich ab, die Grölse E hängt lediglich von dem Modul % ab. 
Wird statt des Moduls & der conjugirte A genommen, so dient die Be- 


zeichnung 
3. e/a= /duu.du und E'= / do“ u.0u. 


w 


Die Gröfsen E und E‘ nennen wir aus dem schon angeführten Grunde 
die den Moduln & und A‘ zugehörigen und insofern conjugirten elliptischen 
Quadranten, wodurch sie von den conjugirten Modular -Quadranten Ä 
und A’ hinlänglich unterschieden werden. 

Wird die Function el auf das Argument K—u bezogen, und 
also K— u für u gesetzt, so setzen wir eleu=el(äK—u), und eben so 
ist el u = el’(K’—u), 

Setzt man in der Gleichung (1.) —u für u, also — du für u, so 
hat man el(— vw) = —/ dn’u.d« oder el(— u) = — elu. 

Da dnu.öu=damu ist, so kann die Formel (1.) auch also dar- 


vestellt werden: 
1 4 elu =/ duz.dam®. 


Setzen wir am®==®, so ist also 
el = /, od.y(i—K'sin’d). 
Nehmen wir hierin zuerst den Modul k == 0, so ist das Integral [= Dd, 
setzen wir aber k=1, so ist das Integral f so. coo® =sin®, daher ist 
das Modular-Integral elu immer zwischen den Grenzen ® und sin, 
oder also zwischen den Grenzen amu und snu enthalten. 
Da immer ®>sin®, also auch amu>sn% ist, so verkleinert sich 


also bei der Vergrölserung des Moduls % die Function elu, wenn % un- 
geändert bleibt. Für den elliptischen Quadranten haben wir die Formel 


E = /,?29.va—Rsin’Q). 


Der Quadrant E ist also immer zwischen den Grenzen z und 1 enthalten, 


und er verkleinert sich also bei der Vergrölserung des Moduls. 
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$. 64, 


Zurückführung aller eyklischen Modular-Integrale der ersten Art auf das einzige eluw. 


Da dn’u = 1— A’.sn’w ist, so ist / da’u.du= u—k./ sn’u.cu, 
0 0 
und also rück wärts 





u—elu 
1, / su u.0u = u, 


ei. 
Da dn"’u=k"”-+K’con’u ist, so ist / dn’u.du=k".urk [ cn’ u.0u, 
0 
und also 








k k? 


O?lordnu a k'% u A 
= — — ro) n 
z dn’a + im, mit Ou und in 


elu— k’?,ı u— cl 
2. S wu.ou = 2 ; = uU— r ei 
0 





Multiplicirt man die Gleichung 











du 
tegrirt man, so erhält man: 
p) ou 
— ksnusneu = —elu + Kk”. —; 
o du? u 
oder 
3 S u __ elu—k? suusnew 
! o dn2u e. ? 


Es kann diese Formel auch also dargestellt werden: \; * dne? u.du = 


ela—k’snusncw. Nimmt man nun zwei Argumente % und «’ so, dafs 
u+u’=K ist, so haben wir 


es K > u Rın 
E =/ dn’u.2u = / dn’u.ou+ /, dn’u.0u 
oder L i 
E= elu+/, dn’u.0u = elu— „ In’u.ou. 
Führt man nun die Größe v’ = K—u ein, so hat man du = — dw) 


und da für v=K ist u —=0, so hat man E = elu + "da. de. 
0 


Eben so ist E = elw-+ / "dne’u.du, also E—eleu = f "duc’u.du, und 
/0 0 ? 


wird dieser Werth in der obigen Gleichung substituirt, so erhält man 


die Formel 
4. E = elu-+eleu—k’snu snew, 


wodurch die Functionen elez und elw auf einander zurückgeführt sind. 
Bald nachher werden wir diese Formel aus einer noch allgemeineren 


11% 








herleiten. 
O?logenu __ R 


Multiplieirt man die Gleichung — en’u— 


® n 
mit ou 
u cn? u ’ 


und integrirt man hierauf, so erhält man zunächst 
Crelle's Journal d. M. Bd. XVII. Hit. 4. 40 
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tnadnu = fon’ u.cu-tk”. 


0 a“ e 


und substituirt man hierin den Werth aus Formel (2.), so hat man 
5 ou __ tuudnu—elut %?,u 


o em? u k'? ’ 





woraus, wenn K—u für u gesetzt wird, noch folst 














dn 
k’?,u— elu-— Bin 
ou BER in u $ t 
oem2u yie en 
) 1— cn? u 1 
Da nu = - = —— —1 ist, so ist 
en? u en? u 
2 inudnu —elu 
/ tm’ u.ou == 75 ;„ und also 
6 ri 
\ du 


— tnu dnuw— elw. 





og ine? u 








a nn, —_ dutdeleu 


Da der Formel (1.) gemäls neu. —a( 2: T 


ist, so erhält man durch die Integration 


2 u = 
S smeu.du — un — Er const. 


0 
+ « . E 
Setzt man wirklich u=0, so hat man 0= — + eonst. und also 


— (E-— ele u) 
ud = ; 
7 # suc’w.du x ; 


diese Formel kann mit Benutzung der Formel (4.) auch also geschrieben 
werden: 








0 u--%?snusneu — elu 
/ suc’u.du == + - : 
«ı/ 0 k 


Der Formel Paz NRRE ist 
eleu—k?K+K?u\ __ —Oleeu)— Kr du 
RR ) RR [5 3 








daher ist 














? r ele ut-k’?.u 
,; enc’u.du = const. — : —, 
0 
Wird wirklich u= 0 gesetzt, so hat man 0 = const, — 77; und also 
297 E-—- eleu — k'?, u el u—k? sn u sncu—k'?, u 
8. / neu. u Pe == ee . 
v0 
; a 9? log sn w i . ; 
Setzt man in der Gleichung "> — k’sn’u — —— für % an die Stelle 
a du? Su? u 
0? lox sue u i 





K-— u, so wird sie gr ksuetu — ir,‘ Wird diese Gleichung 


u? 








BP EN RR 


E 


#% 


4 
Re REG 


re 


: 
% 





ax 


ei TR A 
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ae 
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® 
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Er 
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Ologsne u 








mit du multiplicirt und dann integrirt, so erhält man: 








ou 
— ne uducu Kr inu ou ö 
= — = * / ne’ uou—f ——; daher ist 
SIC u du u 0 o Suc? u 
ou 





] 2 k’?inu 
= —elu-+- k’snu sneu -F —— + u; 


o 5nc? u da us 











da aber 
k?enuenu ton Inu m 
du u F da u  (# en u A”) = tnudnu 
ist, so reducirt sich die Formel = 
ou 
9. or, >= tnudnu--u—elu, 


0 
Man gelangt zu eben dieser Formel kürzer auf folgende Art. Nach &.62. 





., d?logenu dn? x RR le ; \ 
Formel 9. ist — ; = 1 — dn’u — r,,; multiplicirt man diese Formel 


mit dw, und integrirt man, so erhält man auf der Stelle 


ou dn? x 
Fr =/5 ou = tnudnu + u— eluw. 
sne? u en? u 


Die Function el wird nicht unschicklich die elliptische Function des Ar- 
gumentes % genanrt. 








$. 65. 


Allgemeine Relation unter den Functionen el(a+tu), ela und elu. Entwicklung der 
elliptischen Function eines Trinoms, 

Das Modular -Integral el(a+u) des Binoms «+ läfst sich aus den 
Modular-Integralen ela und elz der Theile des Binoms zusammensetzen, 
und zu der Entwickelung der dazu dienenden allgemeinen Formel gehen 
wir jetzt über. Es ist nach $. 34. 


Idvadnu 


dn (au) Pdn(a— u) := ar, —— und 


sı? u 


dn(a—u)—du(a+u) = 2k?snaena snu 2. 


1 — k?su? « sn? u 


werden diese beiden Formeln mit -.. multiplicirt, so erhält man 


da’ (a— u)— du’(a+u) = 








?snaena dna.snu enudnw, 
(1—k?sn?asn?u)? 














® “.. 1 . 
Differenziirt man den Bruch so erhält man 
1— k?su?asn?u? 
d ( 1 ) Ko} 2 k?sn?asnu emudou.du 
1— k2sn? asn? u) (1— k?sn?asn? u)? 


und es kaun also die vorige Formel auch also dargestellt werden: 
40 * 
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dn’(a— u) .d!u—dn’(a-+u).du = LLEET, 1 ); 


sa 1— k? sn? asn? u 
da ferner della — u) = — dn’(a—u).du und della +u) = du’(a+u) du 
ist, so erhält man durch Integration 
2cnadna 1 


soa "A— k?su?ası?u” 
Setzt man, um die Constante zu bestimmen, © = 0, so ist 


2cmadna 
sıa 





const. — el(a—u)—el(a+u) = 


const. — ?2.ela = 
und wird diese Gleichung von der vorigen subtrahirt, so erhält man 


2ela— ella—u)—ella+t u) = telna ( BRHL. 1), 


1— k?sn?a su? u 

















80 «@ 
1 k?sn?ası?u . > . 
oder, da —aam, 1 = Isa; Ist, 50 findet man die Glei- 
chung: 
1 e(atu)+tel(a—u) By k?sna enadna sn? u 
2 ug” 1—k?:sn?asn?u ? 


wodurch schon ein Zusammenhang zwischen den drei sich auf denselben 
Modul % beziehenden Functionen el(a+ u), el(a—u) und ela ausge- 
drückt wird. 

Beachtet man, dal el(u—a) = el(— (a— wu)) = —el(la—u) ist, 
und vertauscht man in der vorigen Gleichung @ mit 4, so erhält man 


sogleich noch die Formel: 


r el(a-+-u) — el(a—u k? sn? asını mudn 
2. Sage) pre 
2 1—k?: sn? asn? u 








welche man übrigens auch gerade eben so hätte herleiten können, wie die 
Gleichung (1.) hergeleitet worden ist. Werden die beiden Gleichungen 
(1.) und (2.) addirt, so erhält man: 


snaenud s d 
el(a+u) = ela+elu— k’snasnu. ———- nu-fenucnadna 


1— k? sn?asn? u ’ 





welche Formel noch einfacher also dargestellt werden kann: 
3. el(a+u) = ela+ elu—k’snasnusn(a-+ u). 
Setzt man hierin — u für u, so erhält man: 
4. ella—u) = ela—elu-+Ä’snasnusn (a—u), 
und dieselbe Formel findet man auch, wenn man (2.) von (1.) subtrahirt. 
Aus den vorigen Formeln leiten wir noch durch Zusammensetzung 
einige allgemeinere Eormeln her. Es ist. 
el(u+v-+a)=ela-+tel/u+v)— k’snasn(u+v)sn(u+-v-+a) und 
el(u+v) = elutelv— A’snusnvsn(u-+ v), also 








En; 
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el(u+v-t.a) 
= elu telvtela— k'sn(u-+v).(snusnv +snasn(u-+-v-+a)), 
und da nach $. 44. 


u sn asn/u a 2 
mern — It Fmumomemtto+a 


ist, so erhalten wir: 





5. elurv+ta = 

elu-+elv-+ ela—k’sn (u+a)sn(v-+a) sn(u-++v) (1+A’snısnvsnasn (u+o+a)). 

Diese Formel ist symmetrisch in Ansehung der drei Elemente «, 
v und a. Setzen wir —a für a, so verwandelt sie sich in 

el(ufv—ua) = 
elu-+ elv— ela—k’sn(u—.a) sn(v—a)shu(u-+v) (1I—k’snusnosnasn (u+v—a)): 
Wird in dieser Formel u-+-«a für w und v-+a für v gesetzt, 80 verwan- 
delt sie sich in: 
el(utv+ta) = ellutra)+elv+ta)—ela 
— ksnusnesn(u+- v9 + 2a). (1—A’sn(uta)sn(v + a)snasn(u+v4.a)). 
Da aber der Schlufsformel des $. 44. gemäls ist: 
1— k’sn’asn’(u+ov-+a) = 

(1—k’sn (u+a)sn(v + a)sn aso (u+v+a))(14+%’snusnosn asn (u+v +0)), 
ferner | 
utrv+2a = (u+v+-oa)+ta, also 
en (u v+ 2a) = sn (u v a el dn(u+v-a) 
ist, so reducirt sich die vorige Formel auf: 


6. elutrv+ta = ellu+a)telv+a)— ela 
_ k’snusnvsn(u+v—a)enadna-+k?suusnusnaen(ut+v+ta)dn(u-+v-+ a) 
1-+-k?suusnvsnasn(u+-v-+ a) 
und sie kann noch einfacher also dargestellt werden 
el(u+v+a) = el(uta) +el(v+a)—ela— En Mr end nn write) 


wenn man % und v als constant und « als veränderlich betrachtet. 











$. 66. 


Setzt man in der Formel (3.) ae=K—u, so ist l(a+u)=elK 
= E, und man erhält also 
5. E = eleu+elu— ksnusneu, 
welche dieselbe ist mit der im $. 64. gefundenen Formel (4.). 
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R K .. 
Setzen wir aber Er +u für @ und n. — u für v, so erhalten wir 


6. Zi (>- +2) +el(- u) —R sn (I -r u).n(>— u). 


— 


Wenn wir in der Formel (2.) des $, 37. setzen a = LT und b=u, so 


> 
erhalten wir : 
.. K K __ Iin?u—dnK __ daQu—x' 
k sn (5 +u).n (5 u) — a2u—anaK — au ? 
und es ist also auch 
K K 1 k' 
VER — uni nie PERSEEER —— 
7. E e1 (5 +u)+el(z " zu . 
Den Formeln (6.) und (7.) gemäls kann man die Werthe von elz, wenn 











u>Z aus solchen Werthen von el, für welche u < 2 ist, herleiten. 


Setzt man in der Formel (6.) v= 0, so erhält man 
K E 1—k’ 
8 el o% = Du + are 
Wenn man in der Formel (5.) setzt —u für a, so erhält man: 
E = el(K+u)— elu+KA?’snz sncu, 
und wird diese Gleichung zu (5.) addirt, so bekommt man 
9 elK+u)+teläi—u) = 2E, 
Will man also die Werthe von elw in eine Tabelle brivgen, so kann 
man sich auf die Ausdehnung dieser Tafel zwischen den Grenzen u = 0 
und © = K beschränken, weil die Werthe von elvu, wenn u>K ist, 
leicht aus den in den Tafeln enthaltenen Werthen zusammengesetzt wer- 
den können. 
Setzt man in der vorigen Formel K—u für v, go wird sie 
el A—w)+telu = RE, 
und wird % entgegengesetzt vyenommen, 30 hat man 
el(?K-+u) = elu+r2E, 
Wird also das Argument u um 2K vergröfsert, so vergröfsert sich die 
Function elu jedesmal um ?2E, 
Eine unmittelbare Folge von der so eben bewiesenen ist die Formel 
10. el(u--2mK) = elu+?2mE, oder el(u—2mK) = elu—?mE, 


worin unter m eine beliebige yanze Zahl verstanden wird, 





a. 
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$. 67. 
Entwicklung von (X +ui) und el(utiK’). 
Der Ausdruck E— elcv ist =0 [ür w=0, daher wird die Function 
E —ele(wi) E—.ele (wi) 
? 


T 
durchs Differenziiren 9y = dne’(wi).2u= k”.sne”’u.du, und es ist also, 


wenn wir nun wieder so integriren, dals das Integral auf beiden Seiten 


;„ so erhalten wir 





wieder reel sein; setzen wir y= 





für v=0 verschwindet, 
y- k?. / snc"u.du. 


0 


Vertauschen wir aber in der Formel (7.) des $.64. den Modul %k mit X‘, 


so haben wir 


u—(E’— ele’ u) u--k'? sn’ u suce u—el’u 
Ju. u= 173 == 173 ; 


und wird dieser Werth substituirt, so entsteht die Formel: 
E— ele(wi) 











= u— (E'—ele’u) = u+k”sn’usne’u— el’ x, 
oder 

e(K—u:) = E— i(u-+ele'u—E/) = E—i(u+ k”sn’ usne’u— el’u) 
11. Dale = E-+i(u-teleu—E')=E-+i(u+ k”sn’usne’ u—el’u). 
Aus dieser Function können wir bequem den Werth von elx herleiten, 
wenn u=K-+iK‘ gesetzt wird, denn zu diesem Ende brauchen wir in 
der Formel (11.) nur v=K’ zu setzen; da dann aber ele’'u=0 wird, 
so erhalten wir: 

12. e(K—-:iK)=E—-iK—E) und e(K+:K)=E+iK—E'). 
Wird auch in der Formel (5.) des $.66. gesetzt v2 für z, so erhält man: 
E—elc(ui) = el(wi)—k’ sn (wi)snc (wi), 

und es ist also: 
13. el(u)i— k’sn(w:) snc(wi) = i(u— (E’— elo’u)) 
= ?:(u+ k”sn’usnc’u— el’u). 
Setzen wir jetzt y=el(u-+iK‘), so erhalten wir durchs Differenzüren 


dy=dn’(w+iK').du, und da du(w-+iK’)= —* nach $. 28, ist, so ist 





also Oy—=— ae ,„ folglich y= const. + zer, Setzen wir in der zwei« 


ten von den Formeln (6.) des $. 64. aber K—u für z, so erhalten wir 


et = d(tncu dnuczu—elcu), und es ist also 


el(u+:K) = tneudneu — elew + const. 
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Die Constante können wir nun nicht dadurch bestimmen, dals wir u= 0 
setzen, weil tne0O=tnÄ=} ist, wohl aber dadurch, dals wir v=K 
setzen; der obigen Formel (12.) gemäfs erhalten wir nun 

e(K+:iK') = E+i(K'—E‘) = const., 
und es ist also 
el(u+3K') = E—eleu+tneudneu+i(K'—E'), 
el(u—:K’) = E—eleu+tneudnew—i(K'— EN. 
Es lassen sich diese Formeln noch etwas einfacher darstellen: da nämlich 


k? 
E —elcu = elu— rl‘ tncz duou = — 


14. 




















su ude u 
und 
.q BT WR 
em u B. snwenu Li et k? sn ) a enudnu Sn dnu 
sn udn dn x du x sn u EL — nu 


ist, so erhalten wir: 
el(u+:K) = elu +; = +iK—E'), 
el(u—iK) = au + ie —E'). 


Setzen wir in dieser Formel v=0, so erhalten wir für el@K’) einen 
Ausdruck, dessen reeller Theil unendlich ist; dasselbe findet Statt, wenn 
u irgend ein Vielfaches von 2X ist, daher ist überhaupt 

16. elQmK+:K)=1. 
Setzen wir noch einmal #-+:?XK’ für x, so erhalten wir zunächst 


/ d d l dn (vu iK f) I 
elut23iK) = lu a HR — E'). 


dn(utiK) __ dn u 


15. 











Da aber nach $.28, 
mel auf 
17. el(u+%K) = eu+%K’—E') und el(u—%K') = elu—%K'—E’). 
Wird also u um 2: K’ vergröfsert oder vermindert, so vermehrt oder 
vermindert sich elu um 2:(K’— E’). Aus diesen Formeln leiten wir so- 
fort die allgemeinere 

el(u+2n:K) = elu+?2n:K—E'), 
oder, wenn man noch u -+2mK für « setzt, die folgende her 


18. el(u+2mK-FH2n:iK) = elur?2mEH2n:K—EN), 


n(utik) — mu ist, so reducirt sich die For- 


in welcher zn und n beliebige positive oder negative ganze Zablen sind. 


— 
RE 
ra * 
De A na 1 5 le lan un A en as dr Ze ri zie ad 
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$. 68. 


Zurückfübrung des Modular -Integrais elx mit einem der Modul — und 2, auf eine solche 


Fnnction mit dem Modul £, 


Bezeichnet el (ku, —) das Modular-Integral bezogen auf das Ar- 


gument Aw und den Modul 2 so ist 
1 ö N 
ellku, —) = k./, an (ku, —).ou. 
1 


Da aber nach $. 30. ist dn (ku, +) = cnu, so erhalten wir el (ku, —) 


= k. J; cn’udu, und wird hierin der Werth aus Formel (2.) des $. 64. 
0 
substituirf, so erhält man: 


) elu—k’?:u 
1. el(ku, — er ie, 





Wollen wir den elliptischen Quadranten für den Modul , erhalten, so 


haben wir in dieser Formel nur für ku den zum Modul — - gehörigen 


Modular-Quadranten k(K—:K’), zu substituiren. Ist aber Au = KK-iRN, 


so it v—=K—iK'; daher ist der gesuchte elliptische Quadrant 
e(R—-iK)—K2(K-iKN) 
| B k 
Da aber (KK) = E—i(K—E') ist, so erhalten wir 
E— kr K-FilE’—k2 K') 
2. z 
zum Ausdrucke des elliptischen Quadranten, welcher zum Modul - gehört. 





2 





Der Ausdruck el (R’ u, =) bezeichne das Modular - Integral bezogen 





k' 
auf das Argument A’ und auf den Modul 2 dann ist el (fu, 27) en 
1 f an’ (k u, 17) ).du= ki. ih und also nach $. 64. 





; u, iK\ __ elu—k’smusmu __ E—elu 

> el (u, 27) I jr von er; ° smum, 
Den elliptischen Quadranten für den Modul Fri erhalten wir, wenn wir in 
dieser Formel nur Ak.u =K'KR, also x = Ä setzen; daher ist dieser ellip- 


tische Quadrant für den Modul = gleich 


E 
4. ae 


Crelle’'s Journal d.M. Bd. XVII. Oft. 4 41 
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Wir fassen die gefundenen Resultate in die beiden folgenden Lehr- 
sütze zusammen: 


” | i 1 I 
I. Wird statt des Moduls % gesetzt - (also — für k), SO Ver= 


wandelt sich 
en , ‚. u. [) 
E in Er? K+i(E—®.K)) 
k 2 
__m :,), ®E—E BB. 2 
K E ın L und K_E ın PR K_E— 
und wird aulserdem noch gesetzt kw für u, so verwandelt sich: 





Er . 
E'’ in —, also 








elu— %'?,u 


lu ıi . 
elv in x 





. ik hi 
I, Wird r] statt des Moduls %& (also z7 statt k‘) gesetzt, so ver- 


wandelt sich 
’_12 K'L;(E_1 

E in L ferner E’ in ne —n a 
” . K'—E-iE K-E . K—EF . 
/ / = “ 

K'—E'’ ın ” ) und De 
und setzt man aufserdem noch A’u für z, so verwandelt sich 
E— eleu 

k' 

Diese Lehrsätze sind also als ein Nachtrag zu denen des $. 30. und $. 31. 
anzusehen, 





‚„ also 








und E-—elcx in > 





elz in 








$. 69. 
K ik ;K' 
Entwicklung von el (>+ >= und el (1 + =). 
N 1 el Be k'2 U . - . . 
Der Formel el\kw, —) = n gemäls ist auch rückwärts 


elu = &k.el (Ru, —) + kt, und also zunächst 


ei) = r.ala (EEE), ir al), 











Da nach Formel (8.) des $. 66. ist el (5) == > -+ IE, so verwandelt 
sich diese Formel, wenn in ihr z statt des Moduls A gesetzt wird, in: 
el rn _ E—-k?K+i(E—R?K) , k—ik’ 
2 a Kalle 2k 96 





*) Es verwandelt sich nämlich X’ in X, (K’—iK), und hiervop mufs der Ausdruck, 
in welchen E’ übergeht, subtrabirt werden, 








II Bi 
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und wird dieser Werth in der früheren Gleichung substituirt, so erhält man: 














K ) E—k'K-ti(E'—xk?K) ,„ kK®?(K—iK) k—ik’ 
el (5 2 A 5) Tr aka Jam Tea 
Dieser Ausdruck reduceirt sich - den einfachern 
K iK’ — K’— E’) k 5 kt . 
el (>— z) == = + y eben so ist 


1. 





u, Ei an k-Lir 
ı(5+5) = 5 „ih, 


Man kann zu diesen Formeln auch auf folgende Art gelangen. 
Setzt man in der Formel (3.) des $. 65. das Argument «= u, so erhält man: 


el(?2u) , k?sn?usn?u 


























elu = "ah 2 . 
’ a Bear cn 
Da ferner nach $. 32. a. ist A’ sn’u = Ttendu > 90 verwandelt sich diese 
Formel in 
(2 u ae, 1— cen?u 
elu = z r 1 en2u 
oder 
u elu 1 —dnu,/1—enuv 
2. el (3) U m 2 1-+en u” 
. . - . - — kr 
Setzt man in dieser Formel v=K-:K’, so ist dnx=0, en —= _— 
1 1—enu 1— enu 
und nu=-, und da Be —= k-+ik' ist, so erhalten wir 
K+iK\ _ E+i(K'—_E) , k+ik 
el( 3 ) 2 3 Kuue. Dal 


wenn der Werth von el nach Formel (12.) im $. 67. substituirt wird, 
und also dasselbe Resultat, wie vorhin. 


Setzen wir in der Formel (2.) v-+2X’ für z, so erhalten wir, da 














“ » —i * 1 0 — (no u .. 
dann dnx sich in ——, snw in -—— und cnz in ——— verwandelt, für 
—d 1—cen 
G-MWEZEN gen Ausdruck 
(au t2),. (ksnu +idna) 1er ksn? u— enudnutisnu(dou--kenu) 


sn u 
= konu— "" +i(dau+konu), 
und da der Formel (15.) im $. 67. gemäls 

el(u-+iX) = elu+ 2" +i(K— FE‘) 
ist, so erhalten wir also 


u =) _—_ eu , ksau .(K'— E'+-dnu-tkenu) 
a5 + hr 1a dr Sa 3 g 








4l' 
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oder auch 
i je (u +) = Pu a Lu Kezeieetienn), 
N u el(?2u) , ken(2u) i(K’— E’ du 2u-+- ken?) 
(el (w 2 ) ME ie Wr r 2 kit 2 » 


Setzt man in dieser Formel # =0, so erhält man: 
iK\ _ i(K—E’+1-%) 
4. clz) = 3 
und dieses particuläre Resultat konnte aus der Formel (2.), indem man 
«=iK&K’ setzte, nicht unmittelbar hergeleitet werden, weil dann el un- 


endlich wird. 





Setzen wir in den Formeln (3.) v=K, so wird el?u = 2E, 


sn?uv=0, en? =—1 und dna?x = 1, daher haben wir 


5, ea (K+ 1 M m EN ie 





$. 70. 


Von den Werthen der Function Elu = el (W ). 
i 





Setzt man in der Gleichung elu= / dn’w.dw jetzt wi für u, so 
0 


erbält man: el(w?) = :. F Dn’u.du. Das Integral 


l. &fbv = Dv’u. ou 


0 
ist das hyperbolische Modular -Integral der ersten Art, und auf dasselbe 


Ba SERRRRe / BERN S Ent ou, S Zu’uodu, u 


»® 

ou du Bu . Jin i or . 
— — und /: * 
Gnıu? Dn?n Zr, fo ähnlicher Weise zurückgeführt wer 








den, wie dieses an den cyklischen Modular-Integralen in Beziehung auf 
die Function elw gezeigt worden ist. So wie 
2 el (wi) 
o . 


Die Integrale Clu und elu können auch also dargestellt werden: 


” Jo Ze u Br „ En?u ıy un 


— Elu ist, so ist auch umgekehrt se = elw. 








Wird statt des Moduls % der Modul % gesetzt, so Se wir Cl’ für 
Elu. Setzt man in der Gleichung (3.) des $. 65. a? für « und u? für «, 
so verwandelt sie sich sofort in: 








er ee 


- Y 
Sa ee RE TLTE 








2 
a RE de ae 











ee 





” 
EEE 











er EEE de 


u ne > R 
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El(a-+u) Kla+llu+k.SnaSnuSn(a+u) und 
4. El(a— u) Ela— Elu— R’OnaS&nuS&n(a—u) 
Der Gleichung am Schlusse des $. 64. gemäls ist: 
S/u-telu 
57 Kurt el’u 


1 


uftn udn v = u+tang}am ?« und 
uttn’udo’u = 
ur Inu Dnu = u4t Tang} Am u 


In 


Also 











Te) Leu ut snu , ne I efu—ut sn’ 


sıc u snc’ 1” 


Setzt man in der letzten Formel vu = fh also am’?2u=7, so erhält man: 
6. EX = K—E'+tangdr = }. 

Die Function Clz wächst also zwischen den Grenzen u=0 und uv=Ä' 

sehr rasch und zwar immer mehr beschleunigt, wenn sich # der Grenze 

K’ nähert. Setzt man K’— u für w, so erhält man, da am’? K’—2u) = 

z—am’2u ist, die Formel: 


7. ElK—wW)+e/K—u = K—-u+t 
welche sich, wenn —« für u genommen wird, REN: in 


85. ElK-+o) = Ktu—d (Kr) —— 


lang zam’2u 
und eine bemerkenswerthe Eigenschaft der Function Clx erkennen lälst. 
Nimmt man nämlich % sehr klein, so hat das letzte Glied dieser Formel 
einen sehr grolsen Werth, und da dasselbe negativ ist, so erhellet, dals auch 
EI(K’-+u) selbst negativ ist. Setzt man u=K’, so wird das Glied | are 
= 0 und man erhält also: } 
9. KRK) = 2 K—2E = U K—EN 

Da oun E’'< 147 und K’>17, folglich X’>E’ ist, so ist also EI(2 X’) 
positiv. Hiernach ist also die Function Elu zwischen den Grenzen u = K' 
und u=?2K zuerst negativ und nachher wieder positiv, und eine Folze 
hiervon ist, dals es zwischen eben diesen Grenzen einen Werth « giebt, 
für welchen Clx=0 ist. Da nun el(w:) =:.Clu ist, so ist die Func- 
tion el(u)=0O nicht blofs für u=0, sondern auch für einen zwischen 
den Grenzen u=K' und u=?IK’ enthaltenen Werth von u, welcher 
unfehlbar von dem Modul k abhangen wird. 

Dasselbe lälst sich auch aus der ersten von den Gleichungen (15.) 
im $.67. herleiten, wenn man darin wi für u setzt. Aus den Gleichun- 


1 


tangtam’2u 9 








’ 
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gen (7.) und (8.) erhält man durch Addition die Formel: 

EK—u) +EIK +u) + el K— + el K+W)=2K', 
welche sich, da el (K’—w)+el(K’+-w)=2E’ is, zusamneneicht auf 

10. EK+WV)+Ei(K—-u) = 2(K—-E') 
Multiplicirt man die Gleichung 
el(u +2 n K— 2miK) = elu+2nE— 2miK’—E') 

mit 2, so erhält man 

El(w+2mK’+2n:iK) = El(u) +2m(K’—-E)+2niE, 


- ” u .. ” “ 
und setzt man hierin 2 für vw, so wird sie 


11. Elu+2mK’+2n:K) = Glu+2mK—E\)-2n:E, 
und also für 2 = 0 insbesondere 
Cl(u+2mK) = Elu+2m(K'—E). 

Zusatz. So wie es zwischen den Grenzen A’ und 2K’ einen 
Werth von x giebt, für welchen el(w:)=0 ist, so giebt eszwischen den 
Grenzen 3K’ und 4 K’ einen zweiten, zwischen 5K’ und 6X’ einen drit- 
ten, zwischen 7A’ und 8K’ einen vierten u. s.w. Werth von «, für wel- 
chen el(wi)=0 ist. Diese auf einander folgenden Werthe von x, für 
welche el(w?) = 0 ist, und deren Anzahl unendlich ist, bilden aber keine 
arithmetische Progression, sondern befolgen ein anderes sehr verwickel- 
tes Gesetz. 


$. 71. 


Reduction der Integrale von der Forın Se dw, in welcher x eine Modular-Function des 


Argumentes u ist, auf M iodular-Integrale und auf Amplituden, 


Es sei der Kürze wegen R=a«+2br’-Fcx', und durch [n] werde 
nd 
bezeichnet das Integral / TR — 7, Differenziirt man den Ausdruck yz 


x”, yZR, so erhält man zunächst: 








’ 20x21. 
ne re ar ! 
0, n * 3er yR+ Va u Ak 
=4br+4er ist 
ar _. (n—3) (at 2b? ca”) +20” b2cat 


-_— 
—o 


Ing 


oder da 





e 





x Ya 
Wird dieses Diflerenzial im Zähler nach Potenzen von 2 geordnet, so 
entsteht: 


ini > 











a en en Ban re 0 





R 
% 
IR 
2 
5 
5 
ei 


gg ee 


en 


TEROR | * äh 





en . y ET 
RE ER 


NZ 


- ET, 











I 
TER 
> 
BR, 
Br; 
o 
= 
& 
De 
3 
Be 
x “i 
Er 
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fe 2 
& 
x 
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r (n— ax”. 0x -+(n—2).2.0"7 dx + (n—1)ca" dx 
et VR 3 
und wenn man gliedweise integrirt, so erhält man die Reductionsformel: 
2.yR= (n—3)a.[n—4] +2(n—Y)b.[a—2]-+(n—1)c.[n]. 
Ist, wie wir hier voraussetzen, 2 eine positive ganze Zahl, so wird das 


Integral [2] = ae durch diese Formel auf die beiden Integrale [a — 2] 





und [2 —4] zurückgeführt. 

Ox 
Ida) nach $. 8. 
Da nun 1— 1 +) + KRt=onudtu=R=a+rbx’+ ca ist, so 
hat man a=1, ?2d’=— (144°) und c=X’; daher verwandelt sich die 
allgemeine Formel in 





Ist nun z=snu, so Ist = 


l. (n—1)R°. [sn”u ou 


= (n—?2)(1+%) ‚a u.0u— (n—3). /sn—w. ou + enu.dn u sn””"’w. 
Setzt man z=cnu, so ist dx = —snw dnu.du, also du = 
O Ox k 
snudnu” V(K?-(k?—k/!) X? —kt xt)?’ 
soudnu = yR= y(a+2ba’+cx'), 
und alo a =k”, 2 = K’—k”, c=—Äk’, Werden diese Werthe in der 
allgemeinen Formel substituirt, so verwandelt sie sich in 
2. mn NR. fon" u ou 
= (n—?2) (k’—k'?) fi en" u.du-+ (n—3) k". [on u.0u-+ snz.dnw.cn”" u. 
Wird = dnu gesetzt, also O&x = — k’snucnu.ou, soist —du= 
ex nn 0x 
k2snuenu V(—kr+(L+K 2) — a*) ? 
a=—k”, 2b=1+%k”, c=—1; die Reductions-Formel ist also 
3.72 (n— 1). /du’u.du 
= (n—2)(1+%”) ./ dn”?u .gu— (n—3) kr dn”*u.0u +k’snu.cnu.dn”” w. 
Setzt man in der Formel (1.) A’ für k, ferner wi für u, so ver- 


wandelt sie sich sofort in 
4. (n—1)k*. [to”u.du 


= — (n—?2)(1+X%”) wu. ou— (n—3)./tn"!u. out Ze tn" w. 
Ist nun 2 in diesen Gleichungen eine gerade Zahl, so werden die 
auf der linken Seite in diesen Gleichungen stehenden Integrale durch wie- 





folglich 


also  YR = A’snwcenu, ferner 
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derholte Anwendung derselben Reductions-Formela zuletzt zurückgebracht 
auf solche zwei Integrale, in welchen der Exponent n=0 und =2 ist. 
Für n= 0 hat man aber das Integral J: ou=u und für n=2 kann das 
Integral dem $. 64. gemäls immer auf das Modular- Integral elu zurück- 
gebracht werden. Ist n aber eine ungerade Zahl, so können die Inte 
grale eümmitlich auf solche zurückgebracht werden, für welche n= 1 und 
n=3 ist. Der Exponent n=3 kann aber noch auf den Exponenten 
n=1 zurückgebracht werden; denn man kann die Gleichungen (1.) bis 
(4.) im $. 62. multipliciren mit dw, und gliedervweise integriren, wodurch 
man ne 


23°. [sn’u.öu = (142) /snw.du-+cna daw, 
21°. [on’u.du (K—k"”).[enuw.du-+- sn dnuv, 

dn’w.0% A ehe Sn“ CnY, 
2k” [tn’ u.ou = (142°). tn u. a, 


und dieselben Resultate erhält man auch, wenn man in a früherer all«- 
semeinen Formeln nur n=5 setzt, Die Integrale für n=1 lassen sich 
aber durch eyklische oder hbyperbolische Arcus, d. h. durch Amplituden 


| 








ausdrücken. 
Setzt man in der Formel (1) u+:K’ für w, so verwandelt sie 
sich safort in 

















(ou Ö u t eu enu dnu 
n—1)./ — = (n—Y)(1+% DES le ae 
u” 1, ed su” u \ r+ )« TU 277 u an. ) r wu sul, ? 
oder. wenn man K— u = u setzt, in die folgende 

"N 
5. a—1) a 
( 7J ner u 
u ou eu cr u .Önen 
— (ed) 2. —-a- 5 ee r « 
= u |) A + v, sute u 3) K sner—t u + sner—i u 


Vertauscht man in der Formel (2.) die beiden conjugirten Blodul und setzt 
man dann a3 für x. so verwandelt sie sich in 


AT 
6. (n—1)k Me 


"ou 





UU snu dnu 








— 





u (NT (k?— K”) -— 
\ en”—u cu”ty cart 


Die Formeln (3.) und a können in ähnliche umgesetzt werden 
für negative Exponenten, indem man nur A—« für « setzt, da doc 
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4 
— —_ und toacv = . ist. Hierdurch verwandelt sich die Formel (3.) in 
du u k’ tu u 
ou 


T. (n— 1)k”. dur 


n”u 








2= (n—2)(1+%”). Iu — (n—3). _Ou___K’.onumu 


do”? u dn—tu da"—!y 
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Von den Modular-Logarithmen Imu und mu. 


Die beiden im vorigen Abschnitte behandelten Modular - Integrale 
elz und F{, auf welche wir später noch oft zurückkommen werden, sind nur 
erste Differenziale einer neuen Function, wovon es ebenfalls zwei Neben- 
formen giebt, die sich, wie die cyklischen und hyperbolischen Functionen, 
gegenüberstehen und daher auch als zwei Functionen zu behandeln sind, 
damit man im Stande sei, die imaginären Formen auf reelle zurückzu- 
bringen. Es haben diese neuen Functionen eine logarithmische Natur, 
denn fast in alle sie betreffende Relationen mischen sich die natürlichen 
Logarithmen ein, und da sie nicht blols von dem Argumente x, sondern 
auch von einem Modul abhängen, so werden wir sie cyklische und hyper- 
bolische Modular- Logarithmen nennen, und durch Im *) den eyklischen, 
sowie durch £m& den hyperbolischen Modular-Logarithmen des Argu= 
mentes % bezeichnen, wenn der Modul % ist, hingegen jenen mit Im’« 
und diesen mit &in’z, wenn der Modul A’ ist. Der vorhergehenden Er- 
klärung gemäls ist also 








1. Imu = / Yu.eluw, oder umgekehrt elu = hun und 
0 cu , 
3 olmu 
_ um 
2. mw =/ ou.Clu, oder umgekehrt Ci 3. 


Aus diesen einfachen Formeln müssen alle Eigenschaften der Modular- 
Logarithmen hergeleitet werden. 





%) Die Buchstaben 1 and m der Characteristik Imu sind die Aufangs-Buchstaben vou 
logaritımus modularis. Die Charaktere Im und £m sind hinlänglich untersebieden von den 
einfachen Zeichen 1 und &, wodurch nach 8.37. der Theorie der Potenzial = Functionen byper- 
bolische Arcus auf cyklische und umgekehrt zurückgebracht werden. 


Crelie’s Journal d. M. BL. XVliL Of 4. 42 
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Setzt man in der Formel (1.) —x für x, so erhält man Im (— u) 
= el(—u).0(—u); und da el(—x«) = —elw ist, so erhält man: 


3. Im(—u) = Ima, und eben so Lm(—x) = mu. 
Wird also statt eines Argumentes das gleich grofse entgegengesetzte ge- 
nommen, so wird der Modular -Logarithme desselben nicht geändert. 


Setzt man wi für , so hat man Im (wi) = \. :öu.el(wi); da aber 
® 7 . . ‘ 0 
el(wi) =2.Clu und ?=—1 ist, so erhalten wir: 


Im (wi) = — / du. Eu, 
und also der Formel (2.) gemäfs: 
4. Imfad) = —tmu; eben so findet man Lm(w) = —elu. 
Die Modular-Logarithmen werden also nicht imaginär, wenn man auch 
wi statt des Argumentes & setzt; sie befolgen in dieser Beziehung ein 


ähnliches Gesetz wie die Functionen log —— und logos «, denn es ist be- 








kanntlich log zum n 5 log un ‚„ oder 
1 ali f 
a Te logCosu und loglos(u) = —log —— » 


Multiplieirt man die Gleichungen (5.) des $.70. mit dw, und integrirt man 
gliedweise, so erhält man die Formeln: 


BRIE N SER 
‚ tmat+me = +; =5 +log&n’w, 
j u? I. 1 
ma +Im’u = + logfnu = cz + log rd 


wodurch die beiden Nebenformen der Modular-Logarithmen, wenn ihre 
Modul conjugirt sind, ohne Hülfe des Imaginären auf einander zurückge- 
bracht sind. Schon in diesen Relationen zeigen sich die natürlichen Lo» 
garithmen. 

Wegen der Einfachheit des durch die Formeln (4.) und (5.) aus. 
gedrückten Zusammenhanges unter den cyklischen und hyperbolischen Mo- 
dular-Logarithmen, werden wir uns im Folgenden grölsten Theiles auf 
die Betrachtung der cyklischen Modular -Logarithmen beschränken, 

Multiplicirt man die zweite der Formeln (5.) mit —1, und setzt man 
für — &ınaz seinen Werth Im(wi) der Formel (4.) gemäls an die Stelle, so 


hat man 


2 1 
6. Imnw)= Im’u— — — log 


en’ u 








aan al nn al Läden de ame nd 2 nur. ng 
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und diese Formel dient als Fundamental-Formel für die nachfolgende Be«- 
trachtung der cyklischen Modular-Logarithmen solcher Argumente, welche 
ganz oder zum Theil imaginär sind. 


8. 73. 


Relation unter den Modular-Logarithmen Imn(a+u), Ima und Imı. Eutwieklung des 
Modular-Logarithmen eines Trinoms, 


Es ist nach $. 65. 
ella+u)— el(«—u) = 2elu-f 


wird diese Gleichung mit 0% multiplicirt, so erhält man 
ou. ella+ u) — du.ella—u) = 20 lmu-+ 6 log(1— A? sn?a sn’). 
Da ferner Olm(a+u)= Ou.el(«+w) und Alm(a— u) = —el(a—u).du 
ist, so erhält man durch Integration 
Im(a+u) + Im(a—xu) = const. + 21m + log (1— A? sn?a sn? u). 
Setzt man, um die Constante zu bestimmen, 4 = 0, so findet sich const. 
—=?2lma; es ist also 
1. Im(a-+u)+Im(a—u) = 2lma+21imu+ log(1— %? sn?a sn? u). 

Setzt man in dieser Formel «=, so hat man | 

2. Im(X+wW)+Im(X—v) = 2lmX-+-21mw-+2log dn u, 
und setzt man a=u, so entsteht 

3. Im?2x = 41m + log (1— A? sn’). 
Nach $. 66. ist el(X+u)+ el(X{— u) = 2E. Multiplicirt man diese Glei- 
chung mit öx, und integrirt man, so entsteht, da du =0d(Ä+u)= 
—0(K— u) ist, die Gleichung 
4. chin a Bun auuh ME 

Eine Constante braucht nicht hinzugefügt zu werden, da jede Seite der 
Gleichung für u = O verschwindet. 

Setzen wir in dieser Formel u = X, so erhalten wir 

5. ImQ@2X) = 2E.K. 
Setzen wir aber wi für u, so entsteht die Gleichung 
6. Im (K + ui) — Im(K — ui) te a 


2ı 
Setzt man in der Gleichung (3.) w=Ä, so erhält man Im (IX) = 
41lmX--2logk‘, daher ist 
EK 
7. ImÄXk = u 4 log 


— )%k? sn?’a mu enu dnu 
* 
1 — k? sn? a su? u ’ 











1 


1r® 


42 * 
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Wird die Gleichung (2.) durch 2 dividirt, und der so eben gefun- 
dene Werth substituirt, so erhält man 


Im(K+-uW)+Im(K—u) __ EK dnu 
8. — 7 rimz + log (>) 








2 Vkl! 
Hieraus und aus (4.) erhält man durch Addition und Subtraction 
y EK dn u 
i Im(/K—u) = Imu = 5) + Im --log (72) —E.u und 


Im(K+u = Imce(—u) = = + Imx-+-log (72) + E.u. 
Eine Relation unter Modular-Logarithmen, welche noch allgemei- 
ner als die Formel (1.) ist, läfst sich auf folgende Art herleiten. Multi- 
plicirt man die Gleichung (6.) des $. 65. mit da und integrirt man, so er- 


hält man 
Im(u--v+a) = 
Im (u-+a) + Im(vo+a)—Ima—log(1-+ A’sn a snu snv sn(u4+-v--a)) + const. 
Setzt man, um die Constante zu finden, = 0, so hat man 


Im(u+v) = Im -+-Imv -+ const., 
und also 


10. Im(ut+v-a) = Im(u+a) +Im(v+a) + 1m (u+v) — Ima —Imv — Ima 
— log(1+%k’snusnvsnasn(u+-v+a)). 
Setzt man in dieser Formel @=5 und v=—D, so verwandelt sie sich 
in die frühere Formel (1.); setzt man —a für a, und beachtet man, dafs 
Im (— a) =1Im(-H-a) ist, so erhält man 
Im (u+-v—a) = Im(u— a) + Im(v— a) + Im (a + v) —Imu — Im? — Ima 
— log(1— A’snusnvsnasn(u4-v—.a)), 
Wird diese Gleichung von der früheren subtrahirt, so erhält man 
11. [Im +ov a —Im(v ta) —Im(v-+a)] 
— [Im (u + v— a) — Im(u— a) — Im(w— a)] 
1-+-%? snusnvsna sn{u--v-a) 


1 —k? suu snv sna su(uf-v—a) * 





= — log 
Zusatz. Setzt man in der Formel (3.) v=14K, so erhält man 


zunächst 4.1m 4 K=ImK--log ( 8); da aber sn’ 1K— 


1—x’? _i-—X’ BETT SCH ot _ 
(1-+ %)2 ir und 1—%k 8n 3Ä=71Tr ıst, SO Ef» 





RM 
1F®? 
also Asn!K = 


halten wir 





K ER 





EK 1 1+xK' 1-+-x’ 
4m = + log 7 + log +K oder Im = + tlog( + ). 


2K' 2 2V ws 














Siebenter Jbschnitt N 74. 325 


$. 74. 


Eutsicklung von Im (u+2mK) und reelles periodisches Verhalten des Ausdrucks 
Im u — a . = . 
K 2 
Setzt man in der Formel (4.) des $. 73. jetzt KFu für u, so ver- 
wandelt sie sich in: 
1. Im2K—u)=Imu-+2E(K—u) und Im(2X-+u) =Imu+?2E(K-+u). 
Aus der letzten Formel leiten wir noch eine allgemeinere her, in 
dem wir darin nach einander v+-?2K, u+4K, u+6K etc. für z setzen; 
addiren wir aber die Gleichungen: 
Im(u+2K) = Imu+?E.(w+K), 
Im(u+-4K) = Im(u+ 2 K)+2E.(u+3K), 
Im(u+6K) = Im(w-->4RK)H2E.(uw+5X), 
Im(u+2mK) = Im(u+2(m—1) AR) +?3E.(u+(lm—1)K), 
in welchen die unter einander stehenden zweiten Glieder, welche den 
gemeinschaftlichen Factor 2E haben, eine arithmetische Progression aus- 
machen und also dadurch summirt werden, dafs man die halbe Summe 
der beiden äulsersten Glieder mit der Anzahl der Glieder multiplicirt. So 
erhält man die Formel: 
2. Im(u+?2mK) = Imu-?2E.mutm®’K), 
in welcher m» eine beliebige positive oder negative ganze Zahl vorstellt. 
Dals diese Formel nämlich auch dann gilt, wenn m eine negative ganze 
Zahl bedeutet, lälst sich kurz so zeigen. Setzt man in der Formel (2.) 
— 4 für w, so erhält man: 
Im(—u+2mK) = Imu + ?2E.—mu+mK), 
Da nun aber — u+- 2m K = — (u—2mK) und also auch Im(—u-+2mK) 
—Im(u—2mK) ist, so erhält man: 
Im(u—2mK) = Imuw-+-2E.—mu-+mK), 
also dieselbe Formel, welche man auch erhält, wenn man —m statt m 
in der Gleichung (2.) setzt. Der Gleichung (2.) gemäls ist: 
’ Im(u-+-2mK) = Imu+ E(2mu+2mK) 
oder 


Im(u-+2mK) = Imu+ 7 (4muK+4m'K)). 


Da aber (u-2mK’=wW+4muK-+4mK’, und also auch 
4muK +4m K’ = (u+2mK)— u 
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ist, so erhält man dureh die Substitution dieses Ausdrucks die Gleichung 


Im (u+ 2m K)— ;(u+2mK) = Imu— 7 u. 3 
Der Ausdruck auf der linken Seite enthält ganz eben so das Argument 
u4-2mK, wie der auf der rechten Seite das Argument %, und da diese 
Ausdrücke sich gleich sind, so haben wir also den Satz: 


E u? 


Der Ausdruck Imu— > ändert seinen Werth nicht, wenn man 


das Argument u in ihm um ein beliebiges Vielfaches von 2K vermehrt, 
oder auch vermindert; er ist also eine periodische Function mit reellen 
Perioden; der Umfang einer jeden Periode ist =2K, 





nn Se a nn 


rn 


$. 75 Im 
Entwicklung von Im(K+ui) und Im(KX+iK’), 3 
Nach Formel (11.) des $. 67. ist el (K— wu)=E—i(u+eleu—E'); 
multiplieirt man diese Gleichung mit d(— uw?) =—:0du, so erhält man: 
e(K— ui) .el(K—ui) = —iE.2u— (udu-+eleu.ou—E' du) 
und durch Integration entsteht hieraus 
Im(K— ui) = const.—: E.u— (= — Im’ (K—u)—E.u) 
oder auch 
2 
Im(K— ui) = const. — E.ui— —- + Ime’u +E'.u, 


wenn wir Imcz für Im(K— u), also auch Imc’x für Im’(K’— u) schrei- 
ben. Setzen wir, um die Constante zu finden, «= 0, so erhalten wir: 
ImkKk = ARE ER NER also const. = Im K’—Im’XK 


Da nach $. 73. ist vr ER... EN los sY-; also nV K— n n +logY— 
EK— DD. 











so erhalten wir const. = + log Vz ‚und es ist also: 


Imotui) = Im(K—u:) 
+ log) & +Ime'u + Eu —E.ui 
Ime(— ui) = Im(K-+;) 
user X log vH +-Imeu+E. u—_'+E. ur. 


EK—E'K 





| 





—.. 


Substituirt man für Ime’z der Gleichung (9.) des $. 73. gemäls den Werth 


E'K' (> “) y 
Yarı E'.u, 


Imc’u = ——- + Im‘ u-+-log 
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so erhält man die noch ee Ausdrücke: 
Im (K— ui) = S + Im’u+ log (#) —S—E.ui, 


Im (K-ui) = ER u+log (7) — + E.ui. 
Setzt man in den Formeln (1.) noch v= K', so entsteht 


Im(KfiK) = FAZFF ZU LEK Hg FER 


2. 





oder also er 
Im(K—iK') = HERE) jg YE—EK“i, 


Im(K+iK) = HET + 10gYH + EK'.i. 


Die Formeln (2,) lassen sich auch also herleiten. Setzt man in 





3. 





den Formeln (9.) des $. 73. v2 für u, wodurch sich dn« verwandelt in 


so erhalten wir 


Im(K+ui) = + Im(wi) + log (4) + E.ui+ log I 


und da nach Formel (6.) des $. 72. ist Im(w:) -+-log (-- )= kan 


2 > 


wu? 


so erhält man durch die Substitution dieses Werthes augenblicklich die 
Formeln (2.), woraus die Formeln (1.) leicht herzuleiten sind. 


$. 76. 
Zusammenhang zwischen den beiden Modular-Quadranten X und X’ und den beiden 


elliptischen Quadranten E und E’. 


Setzt man in der Gleichung (6.) des $. 72. für x an die Stelle 
K'—u, so erhält man: 


Im@K’— wi) = Im’(K’— „—FZ A (— Tenjl 
eben so ist h 
Im@K'+ ui) = Im’ (K+u— FF 10 (7); 











a(K-u)/? 
und da cn (K’+u)= — con‘ (K’— u) ist, so erhält man, wenn die obere 
Gleichung von der unteren subtrahirt wird: 


ImG@K'+u)—Im@K'—ui) = 2Eu—2K'u—log (—,), 
da nach Formel (4.) des $. 73. ist Im’(K’+u)—Im‘(K'—u)=2E'.u. 


Setzt man in dieser Formel — = —ui für u, und beachtet man, dals 
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log(—1)=i ist, so erhält man: 
Im(u+?K)—Imt@ K'—u) = 3: (K— E)u-+ri, 
oder auch, da Im@ K’— u) =Im(u—:K’) ist, 


, ENT - (R- Du+4r. 


Setzt man in dieser Formel noch x = K, so verwandelt sie sich in: 





Im(KtiK)— Im(K— iK' re 
rn ) = (K—E).K-}r; 


aber aus den Gleichungen (3.) des $. 75. erhält man durch die Sub» 
traction auch 








Im(K-iK’)—Im(K—iK' . 
m(K-- = n( 7 EK', 


und diese beiden verschiedenen Darstellungen derselben Grölse &eben also 
die Gleichung: 





EK' = (K—-E)K-+!r, 
oder auch 
2 EK+EK—KK = 1, 
wodurch eine Relation unter den vier Quadranten K, K', E, E’ ausge- 
drückt wird, welche sehr oft zur Anwendung kommt, und zuerst von 
Legendre auf einem ganz anderen Wege gefunden worden ist. Es lälst 
sich diese Formel auch auf die beiden folgenden Weisen darstellen: 


z 1 = SER und EK= (K-—-E).K-+1r. 
Wenn nur überhaupt bekannt ist, dals das Product E’K von dem Pro» 
ducte (K—E)K‘ nur um eine Constante c verschieden ist, so lälst sich 
diese Constante c leicht finden; denn setzt man 
EK= (K—-E)K'-+te, 

und verringert man immer mehr den Modul %k, so nähern sich K und E 
der Grenze 47, also K—KE der Grenze Null, ferner nähert sich E’ der 
Grenze 1, und da sich K’ dem Logarithmen von 4 nähert, so nähert sich 
das Product (K— E).K’ dennoch der Grenze Null, und es entsteht also 

EKR=14jr=o 
wodurch also die Constante c bestimmt ist. Diese Nachweisung schien 
noch nothwendig, weil wir die Constante 47 in der Gleichung (2.) aus 
der Formel log(—1)=7: hergeleitet haben, da doch überhaupt log(—1) 
— ri+?rmi ist, wenn unter »» eine beliebige positive oder negative 


ganze Zahl verstanden wird. 
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Zusatz. Ist der Modul k=k=y}, so ist auch E=E’ und 
K=K'; daher verwandelt sich nun die allgemeine Formel in 2E.K—K? 
—=47 und hieraus folgt 


=4K4 7 = (K+f). 





$. 77. 
Entwicklung von Im (u}+-iX). 


Setzt man in der Gleichung (6.) des $. 72, wieder K’--u für w, 
wodurch man (wie im $.76.) erhält 


Im@K’-+ui) = Im’ (K'+u)— ei: 








1 
—Iog kun (Kr >) ’ 
und setzt man hierin -=—ui für %, so erhält man 


Im(u+:K/) = Im’ (K’— u ur lea. Fu ep 


ik ik snu . 
Da aber nach $. 26 ist enc’ (wi) = —z ewmu = =, , 50 erhält man, da 











logi = 43 ist, zunächst 


Im(u+iK) = Im’(K'—uı) — KT _ 1 s u) mi 














2 En u =? 
Substituirt man hierin für Im’(K’— ui) den Werth & 2 X Flmu-+ log u 
AB 
— -— Ei und für Pi... Mu den Werth — — —+K'u wit >, so 


erhält man, wenn man die sich aufbebenden Glieder weglälst, 


Im (u+ iR) = ER TEE + mu + (RE) wit log(kena) —logy kt", 
oder auch 


Im(a+:Ky= — EFT 4 mu + log(ena.y A) +i(K'—E)u+17), 
Im (u— ik) = — EZ 4 Imu-+log on. Yh)—ilK'—E)u-+ 4m). 


Wird die untere Gleichung von der oberen subtrahirt, so erhält man wie- 
der die Formel (1.) im $. 76,; woraus wir Legendre’'s berühmtes Theo- 
rem hergeleitet haben. 

Es können diese beiden Formeln auch auf folgende Art gefunden wer- 


den. Nach $. 67. Formel (15.) ist elu+iR)=elu+ Mt Luk mn, 














Multiplicirt man diese Gleichung mit 0%, und integrirt, so findet sich 
Im(u-+?K') = const. + Imu + logsna + i(K’— E')u. 
Crelle's Journal d&, M. Bd. XVIN. Hft 4. 43 
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Die Constante kann nun nicht dadurch gefunden werden, dafs man «=0 

setzt, wohl aber, indem man = K setzt; dadurch erhält man 
const. = Im(K-+:K) — ImMK —iK—- E)K. 

Werden hierin die Werthe von Im(K-+:X‘) aus $.75. und von ImK 

aus $. 73. substituirt, so erhält man dieselbe Formel, wie oben, 
$. 78 

Entwicklung von Im (u+ a) Im (>) und Im (EEE . 

Nach $. 73. Formel (3.) ist 4.Imz = Im? — log(1— A? sn!u); fer» 


1— en?u ana 1 —dn2u 
1-- du2u und k sn’u= 1-+-cu2u? also 

(l— cu? u) (1— dan? «) al: 2 2 (en2u+dn?u) 
fest inzay> Und folglich 1— A’sn u= (IF en2u) (I+ dn2u)* 
Hiernach verwandelt sich die Formel in 
(I-Fen2u)(1+dı2u) 











ner ist nach $. 32. sn’ = 








k sn'u= 

















= ) 
4 .Im « Im? u-+- log: 9 (en2uFdn2u) oder 
(1-Fenu) (1--dnu) 
41m —= Ima +log Je 
Setzt man in Bibi Formel «-+-?K’ für w, so verwandelt sich cn“ in 
— idn — it 
Er — u und dn% in in also verwandelt sich der Bruch 
Aiteanu)(I+dnu) . (k Änunssntalnannen. Adandee; onen A 
er \ u 
2 (dnuf en) 2(dunu-fkenu)sau 


Wird nun auch für Im(x--2Ä’) sein Werth aus $. 77. substituirt, so he» 
ben sich die Glieder -—-logsu® und —logsn% auf und man erhält: 


4lm (> 2 = BIGRENL.. Li ni + Imx-+-log er + log(ksna —: dnw) 
+ log(en® +isn NL ch (dinu + ken) Hi K—E)u+4tr) 


Da aber log(Asn®—:dnw) = ?aresin (dnu) = ?arccos (ksnw) und 
log (en + isn u) = tamu a; so erhält man: 
4m (Hi) = 5 =) +10 (GE) — log (dnu + konu) + Im 
L;(1 ORION cos(ksnu) + Imut(K'— Ey), 
und da 17 —arc cos (ksnw) =arcsin(ksnw) ist, so reducirt sich der Aus 
druck auf den einfacheren 





























utiK’ Bi. ee Yk Im u 
1. Im ( 2 ) n r4 ılog Sir) + 4 
+; er (ksn tm ut+(K’—E’) e), 


in welchem auch noch am (Ru, 7) für aresin (ksnw) gesetzt werden kann. 
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Hieraus erhält man noch für v=0 das particuläre und reelle 
Resultat: 





;iK' rue E’) Vi 
2. Im (*5-) ‚aut log slscrn); 
und für v= K findet sich ein zw EN R Bane imaginäres mg 


K--iXK K(K'—E') 
Im ( u )=- S + log yY& —ER + log VA 
+ FO + UK E)K+ 4m], 


welches sich noch zusammenziehen lälst auf 


12 ’ / 
3, Im (#7 5 FAT SZ ver. -- log et 5) +4: (arcsin (k) + EK). 


$. 7% 


Entwicklang von In(u+-2niK’) und ze Verhalten des Ausdrucks 


E\ u? 
mu 1 3 


Es ist dem $. 76. oder auch 77, gemäls Im (u+2K)=Im(u—iK') 
+2%i(K—E')u+ 47). Setzt man in dieser Formel «+:K’ für x, so 
verwandelt sie sich in 

1. Imnw+%:K) = Imuw+%l(K—EN(ut+iKN)-+1r), 
oder auch, wenn man für z? wieder log(—1) an die Stelle setzt, in 
Im +3: K)=%K—E)(u+ :K)-+log(—1)--Im (u) 

Im(a + EEK) =2(K—E)(w+3:K)+log(—1)+- Im +%K) 
mu te K)=% Mk — RR (—1)--Im(vu-+4:K‘) 

















Im(u+2n:k‘) = dick Eur @n- MIR) 410g 1 Im(arl2 n-2KN). 
Addirt man diese Gleichungen, deren Anzahl =» ist, so erhält man die 
allgemeinere Formel 


2 Imw+2n:K) = Im + 2% K—E)\nu+niK)-+logs(— 1)". 
Es lälst sich diese Formel auch ae darstellen: 


Im(u-+2niK) = Imu + Er I 4nuiK' +4n?R®) + log((— 1), 





und da 4nwK’ +4n’ K”= (u+-2n: Ky— u? ist, so verwandelt sich 
die Formel in: 


Im(u+2niK) (1-2) CH ma (1 £).S + log(-1))). 
43 * 





2 
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Abgesehen von dem Gliede log((—1)’) enthält der Ausdruck auf der lin- 
ken Seite eben so das Argument «+2 n:K'‘, wie der auf der rechten Seite 
das Argument a; das Glied log((—1)") fällt aber auch weg, wenn man 
2n für n setzt; denn dann ist (—1)"=1 undalso log ((—1)") =log1 = 0. 


u? _ 


Daher haben wir den Lehrsatz: Der Ausdruck Imu— (1— ün- 


2 
dert seinen Werth nicht, wenn man das Argument u in ihm beliebig oft 
um 4 K’ vermehrt oder auch vermindert; er ist also periodisch; die Pe- 
rioden sind aber imaginär, da der Umfang einer jeden =4iK' ist. 

Zusatz. Für die hyperbolischen Modular -Logarithmen erhält man 
leicht die Formeln 


&m(& +2nK) = ma + (RK’— E')(nu+n? K)—log(—1)" und 
nn Lu Pit _ E'\ u2 : 

ein (a +22) — (1-7). = mu— (1-Z .>—log((—1)), 

welche, wenn 2 eine gerade Zahl ist, nichts Imaginäres enthalten, 








$. 80. 


Eutwicklung von Im(u-F2m K-F-2niK’) und unzählige daraus abgeleitete periodische 
Ausdrücke, 


Die Entwicklung von Im(w+2mK-+2n:iK’) findet sich durch 
die Zusammensetzung der Formel (2.) im $. 74. und der Formel (2.) im 
$.79. Um die bei dieser Zusammensetzung möglichen Reductionen besser 
übersehen zu können, eliminiren wir aus der zuletzt genannten Formel 
den elliptischen Quadranten E’. Da nach Legendre's Satze im $. 76. ist: 


1 Did Y) E 
z + 1 = 3 oder z — 7 = 1 ;„ so verwandelt sich 
jene Formel in RN 
ı RK ) ıK’ zı 771 n 
Im (u-+2niK) = ma + — zZ) Ru + m iR) +log(—1)), 
oder, der Umformung am Schlusse des $.79. gemäls, 
Tr E .rrı °.rryııD 
Im (u +2n5K)— 5, (u+2ni Ki) + IK (u+2niK') 
E z 
— Imu— RW + ERW + log)" 
Setzt man hierin w+2mXÄK für u, so entsteht 
Im (u+2mK-+2n:K’) — = (u+2mK-+2niK'’ + 16% (u+2mK-+2nik') 











2K 
— Im(u+ 2m K)— 3 (u+2mKY+ zgz (u+2mK)+log(—1). 





BE ee a nn 0 








.. 
% 

Er; 
5: 
A: 

.® 

2 
A 
eis 
13 R 
Kr 
I; 
EG 
. 
& 
ei 
Ei) 

E 
5 
# 
5 
N 


2a, 


FREE EEE 


’ a 
» ß 

ee u re”. - ER. 
A EEE ern erna i 





Siebenter Abschnitt $.80, 333 


Da aber nach $. 74. Im (u 2m) X — = (u+2mRY = Imu— "u is ist, 
so erhält man, wenn vo der Kürze wegen für den Augenblick setzt: 


Bun BL. 
U = Imu a und 


U'—= Im(u+ 2m&-+2niK) — 5 (u+2m&+2niR'), 
durch die Substitution des Zusage Werthes die Gleichung 
U—U+ 0 (ut+2mK+2niK)— zig (u+2m KR —log(—1)) = 
Durch Entwicklung findet man (u+-2m&X +2niKY— (u+ ei 
= 4niK' (u+-2m£) +4n’®K? —= 4niK'(u+2mK+nik) = 
2niK’(2u+4mK-+-2nik') = 2niK’(Qu+2mK+2niK')+4mnikk’; 
und wird dieser Werth substituirt, so verwandelt sich die vorige Glei=- 
.. in 
'— U+37 Qu+2mK +2nik') Hmnri—log (— 1)" = 0. 
Da nun Wer 
(u+2mK& +2n:iK’— WW = (Qu+2mK-+2nik')(2mK + 2niK') 
ist, so kann die Gleichung auch also dargestellt werden: 


U—U+4 IRGK a (ut 2mK+ nik y— —ı) + log (1) = 0, 





wenn man zugleich bedenkt, dals mnzi = +log(—1)”"" ist. Setzt man 


noch aufserdem u = —, und für U und U’ die Werthe, so hat man endlich 


1. Imta ram Hand) (m 2) re 


E n\m—]1 
= Imu+ (6; Kock &) 3 az le). 


Ist nun a eine beliebige ganze Zahl, aber n eine gerade Zahl, oder ist 
n eine beliebige ganze Zahl, aber m eine ungerade Zahl, so ist in jedem 


dieser beiden Fälle log(—1)"""") =log(+-1)=0, und der bewiesenen 


Formel gemäls bleibt also der Ausdruck Imu + ( Kan Er Her K) —+).5 


ungeändert, wenn darin u+-2m KX-+-N2IniX' für u gesetzt wird, oder 
also u um 2mÄ--2niK’ beliebig oft vermehrt oder auch vermindert 
wird, sofern nur das Verhältnils = — unverändert bleibt. Der Aus- 
druck ist insofern periodisch und der Umfang einer jeden Periode Zu X -+- 
2:K', da 2mXÄ-+2niK = n(?uK-+2iK’) ist. 























334 21. Gudermann, Theorie der Mod.-Funct. und der Mod,-Integr. $. 81. 


Setzt man für u den Werth — in der Formel wieder an die Stelle, 
und schreibt man für 

u : KN2 __y% 3 ; 

I nd ne NZ wieder Qu-+2mK-+-2niK)(mK-+niK), 
so verwandelt sich die Formel in 
> ur nri(utmK-+niRK’)—2E(m K4nik')(u--mK-nik' 
Im(u+2m K-+2n:Kk)+ - ) 
—= Imuw—log((—1)"”?), 











oder auch 
2. Im(u+2mK+2niK) = 
Ina} Fr DE yLmE-FRiKN) +log( 1m), 


Setzt man in dieser Formel 2=0, so erhält man die Gleichung (2.) des 
$. 74,; setzt man aber m == 0, so erhält man die Gleichung (2.) des $. 79. 


$ 81. 


* u . 5 1 ik 
Zurückführung der Modular-Logarithmen mit den Moduln z und z anf eben solche 
Funectionen mit dem Modul X. 


1 lu— X’%,ı ‚oe ’ . 
—)= 2, Wirddiese Glei- 
chung mit %kd wu multiplieirt und so integrirt, dals für v= 0 beide Seiten 
der Gleichung verschwinden, so erhält man auf der Stelle die einfache 


Gleichung ’ 


1. Im (ku, 5) — Imx — 7%” u? 


® D 
‘ 
2 





In $. 65. wurde gefunden el (ku, 


Setzen wir in dieser Formul A u gleich dem Modular- Quadranten k K—iK') 
1 . 
für den Modul —-, so verwandelt sich der Ausdruck auf der rechten Seite in 


Im(K—iK)— kr K—iE), 








2 
. . » 5 . ® 4‘ E ’ ER 12 , 
Substituiren wir bier in Im K—:K) = SER — r -- log z _EK'; 


L2 (K—iK')2 KK? _KIKı , 
(nach $. 75.), und \ 5 Be 5 —ik”KK', so erhalten 








wir schon 
K(E-—-W2K)-+ 





K'(E'—r2 Kr) RE un 
2. 5 -+- log VE-iK (E—Kk"R), 


als Ausdruck des Werthes, in welchen Im K übergeht, wenn r statt des 
Moduls k gesetzt wird. 
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Wir leiten diesen Ausdruck, welchen wir mit £ Be jo. 
auf eine andere Art her. Nach $. 73. Formel (7.) ist Imk—*X . 24 log ] 


und dieser Ausdruck muls in $£ übergehen, wenn man substituirt: 


E für i, LAHEZET gür E (nach 9.68.) und k(K-iK') für K. 


Wird diese Substitution ausgeführt, so MIR man: 


—k'2K ‚(E'I_r? K' KIE—xk? K'N\--K//FE-_1/2 
g K(E— nal k A) Log Bang ( ( Bee KK) 


rs 











— log vi x 
Der reelle Theil dieses Ausdrucks, zur wir mit A bezeichnen, ist 
ine K(E— X? DrBizE K’) uB log y& i 





Er stimmt schon mit dem u Theile des Ausdrucks (2.) überein, 
Setzen wir ferner 


p=KE-—-REK) wmd g=K(E-—Xi”R), 
so ist 
K=A+ilZ2 !),— lgyi=A+i(P ZI N). 
Wenn man aber p und q "addirt, so erhält man 
p+g= KE—KFKK-+EK—K”’KK=KE+-KE—- KK =14r 
nach $. 76.; also ist 7—g=47—24; und wird dieser Werth substituict, 
so erhält man: 
K8—= A+ T-i-7 ode = A—m;, 
und dieser Ausdruck ist mit (2.) einerlei, wenn man nur noch für A und 
g ihre Bedeutungen an die Stelle setzt. 


Um nun auch den Modular-Logarithmen, Im (A u, 2) mit dem Mo- 


dul - u auf den Modul % zurückzuführen, haben wir die Gleichung 


R E— el lu— k?snus R . 
el (r u, =) = —— = 777 des $. 68. mit ku zu multi- 


pliciren, und so zuintegriren, dafs das Integral auf beiden Seiten für = 0 
verschwindet. Dadurch erhalten wir den einfachen Ausdruck 
3. Im (Ru, =) = Imu-logdnw. 


Der Modular -Logarithme des Quadranten für den Modul 7 ist also Im 
-+logA’ oder auch 








4. Ar logy’k'. 
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Achter Abschnitt 
$. 82. 


Zusammenhang unter den elliptischen Functionen der Argumente u, 44 und v mit den 
Moduln % und A des $.51. 











Es ist nach $. 51. dn’v = Eee oder nach $.52. dnv= 
T 2. a, oder endlich umgekehrt dn4u = ” en ", nach $.53. Von 


jeder dieser drei Formeln kann man ausgehen, wenn man die gesuchte 
Relation zwischen den Modular-Integralen der Argumente » und % (oder 
4u) mit den Moduln A und A, welche durch die Gleichungen (1.) und 
(2.) des $. 5l. mit einander verbunden sind, herleiten will. Wir gehen 
von der letzten Formel aus, weil sie am einfachsten zum Ziele führt, und 
beziehen also die Function elv auf den Modul A, die Function el® und 
el(4w) aber auf den Modul k. Durch Quadrirung erhalten wir 

2 dı 2 2 

Au’ yu = Mint innintitate, 
oder da Men’v—=dn’v—N“ ist, die wenig veränderte Formel 
2dn?v-+-2Acnv dav— 4’? 
(1-4)? 

Da nun aber nach $.51. v=(1-+-N).v, also auch ==14n. ist, 
so verwandelt sich jene Gleichung, wenn sie hiermit multiplieirt und dann 
integrirt wird, sogleich in die folgende: 
eluvt-Asnv—4)’?,v 








dn’4u = 














ellu = 1 
oder * 
9) — 
1. 2cdı4u = in v 


Aus dieser Relation leiten wir einen Ausdruck von elx selbst durch elv 
her. Da nämlich nach $. 69. 
1— conu 


2.el(4u) = elu-+ (1—dn%) Va 


elu = 2.el(}u)— (1—dnu) Van 


mn nur die Modular- 
Functionen des Argumentes v einzuführen. Es ist aber nach $. 53. 


envdnav __ (d—A).env duv, 
1i+isu2uv 7 du?v—)om?v ? 


oder umgekehrt, 








ist, so brauchen wir in den Ausdruck (1—dn u)y 








cnu = 























> REEL FE LETTER. BR) 2 5 
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; 1— An?» isn? v 
ferner ist dau = Im? also 1—dnz = 11m,’ und 
_—_ (A+ö)snv 1—du 2% 
snu = iin? also rein Tr7 ne. 
en u I — dnu 
Da nun aber Me — dnt). Vi BEE Pe ent (1—enu) und also 
= snv—; 7 1; snv cnu ist, so erhält man durch die Substitution die- 


ses Werthes:; 
2.ellv—A/2. v2) snv onw 











elu = it oder 
2. 2.1020 v innen 
He —-)sn?v 
1-+4 “ 


Wir kehren nun auch noch die Formeln (l.) und (2.) um. Der ersten 
gemäls ist; 


(1 in (4u)+ I —Asnv u 


„ryv 


4 kt! 
Da aber 11 =; ITr A? = VesoE BER EL T* ) .u, also yo 
kn 1—x’ ‚1 —dıu mai k side R 





ir und Asnv = 1r% Via — Ira Vita ıst, so verwandelt 


sich diese Formel in 
u' 1 —dau 
2 el (S)-Hr.u—r VE 
1-+-k’ ni 
Kehren wir auch die erste der Gleichungen (2,) um, so haben wie zunichst 
14-7 Mr 
Ei: Ak eiu + 2 


3. ev = 








—\snvenu = elv. 
(1—1)suu . 

















Da aber Anr=— Zul ist, so reducirt sich der Ausdruck auf 
2 4) 
dutku et en u dur etc) 
Pe - du u Pohl ou 
' 14% 14% R 


Die vorstehenden vier Gleichungen drücken nun den Zusammenhang zwi- 
schen den Modular - Integralen elw, el(4%) und elv, wovon sich die bei- 
den ersten auf den Modul % beziehen, das letzte aber auf den Modul A 
bezieht, aufs vollständigste aus. 


Zusatz. Da sich in der Formel (3.) die Function el(4w) auf das 
Argument }%, die Modular-Function dnw aber auf das Argument « selbst 


bezieht, so mufs die Formei noch geändert werden. Nach $, 32. a. ist 
Crelle's Journal d. M. Bd. XVII. Bft. 4, 44 
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1—duu Krsn?Luen?tu 











nn man daselbst 2#=u setzt, — — — . 

aber, wen 1,7 Te In Fu ; daher 

. verwandelt sich die Formel sogleich in 
3,8 a 2. el) Eu —kienzusneiu 
1-+-K' 

83. 

Relation zwischen el/w und el’v, wenn u, v, und die Modulo %’ und A* dieselben sind wie 

im $. 01. 


Die vier Formeln des $. 82. beziehen sich auf einen Zusammen- 
hang zwischen den beiden Moduln A und k und den conjugirten X’ und 
k', welcher durch die vier Gleichungen (1.) des $. 51. ausgedrückt wird. 
Nach $. 54. darf man aber gleichzeitig A’ für A, A für %A’, k' für X und k 
für X’ setzen, ohne dals jene Gleichungen dadurch geändert würden. Neh- 


14% 


men wir auch dieselbe Veränderung mit der Gleichung v = —— .u oder 
u=(1--X)v vor, setzen wir aber gleichzeitig v für u, damit die Functio- 
nen von v sich demnächst auf den Modul A’ beziehen und bezeichnen 
wir den dadurch geänderten Werth des früheren v® mit z, so verwandelt 


. ' : 1+k . 1-7) . 
sich die Gleichung ® —-- + .u in =. .v, und, da (1+\)v=u ist, 


so ist e=14uw Man darf daher in den vorstehenden vier Gleichungen 
gleichzeitig A’ für A, X für A, 4‘ für X, % für X, v für w und 4x für v 
setzen, wenn dieselben Aenderungen auch gleichzeitig mit allen Formeln 
im $.51., $.52. und $.53. vorgenommen werden. Setzt man 2» für w, | 
so mu[s man % für v setzen, da das Verhältnils zwischen % und ® con- | 
stant ist. Macht man z.B, in der Gleichung (3.) des $. 82. die angezeig- | | 
ten Abänderungen, so verwandelt sie sich sofort in 4 




















1 — dn’2v 

/ ‚Dr Were © ; 

Ka m er Re 1 + dn‘2v | 

no IF of 

‚ t - dv 2v er en: . 2 r 

oder, weil nach $.32.a. YIa,2, — N su’v snc’o ist, in die folgende: 4 


2e/’v+23v — 2’? sn’ v sac’v 
/ nu 
lı, efu= 13 





€ 











Die Gleichungen des $. 52. verwandeln sich aber in | i 
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sn'’u = (i +N)sn’v sne’ tr, 
en’u.= da’ v» — dne’v 
ya Ya 
Yan In/vtdnecv 
2 dn’u = urn 
am’u = }7—ame’v-tam‘r, 
tnhu = (147) {mv IE, sin?2am’v 








1—Atw2v ”  cos2am'v—k 
Es wird aber nicht unzweckmälsig sein, wenn wir die Richtigkeit dieser 


. e o. . ., Slogdn’v 
Gleichungen durch die ausgeführte Rechnung nachweisen, Es ist —. 


cv 
0 (R'? sn’vsne’v A» ’ 
| 2 =+dhr— = 4 dns — dne’® 
'v 


(nach $.62. Formel 7.). Differenziiren wir also die Gleichung (1.), so be- 


n | 3 Yu 2 d /2 y 
kommen wir du.dn”’u = au ie IT ir _ -) 


aa I] Kl ee un = ö v (dn/v - dae’ v)? 

u 1+4 ML 1-+4 , 

(i+-N).Or, so verwandelt sich diese Gleichung in der That in dn”u = 

an v)? ode da/sen re 
) 

Gleichungen (2.) ist, und woraus die übrigen folgen. 


1. 


2 u, oder v=(1-HA)v, wie auch die Mo- 


22V „_1- ii . 
irre? k et und k=17; sind 





— 





== — A”sn’vsne’v, also 











Setzen wir aber du = 





‚ welche gerade die dritte von den 





Die Gleichungen v = 
1 
1-+%'? 
wieder dieselben, wie vorhin, 


dular-Gleichungen X = N 


$. 84. 
Einfaches Verfabren der Berechnung der elliptischen Quadranten E und E’ aus deuselben 
Modular -Zablen, welche zur Berechnung des Quadrauten A dienen. 

Bezeichnen wir den Modular- Quadranten für den verkleinerten Mo- 
dul A <%k mit K, und den elliptischen Quadranten für eben diesen Modul 
mit E,, und setzen wir in der Gleichung (2.) des $. 82. das Argument 
v=K,,also v=KA, so verwandelt sich die Function elw in E und elv 
in E,; daher haben wir die Gleichung 


E=-2:#—7R, und noch außerdem K=(1-+r).K,. 





it, 
Dividirt man jene Gleichung durch diese, se entsteht 
Z(4+N = mM 


44 * 
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Wird das Verfahren der Verkleinerung des Moduls wiederholt, so werden 
die Gröfsen E, E,, E,, E, etc. immer gröfser und nähern sich der 
Grenze 47. Eben so werden die Grölsen K, K,, K,, K, etc. immer klei- 
ner, und auch sie nähern sich der Grenze 47. Setzen wir daher 


— E, ———— Eı. m B:, E 
=1— 73 Kr re “=i-7 eic,, 


so nähern sich die Grölsen Z, 4, &, &, £, etc., welche durch fortgesetzte 
Verkleinerung des Moduls entstehen, sehr rasch der Grenze Null. Füh- 
ren wir 2 und /, in die obige Gleichung ein, so wird sie 
(AN. Ad—t) = 2(1—L)— N” 
oder 
A424, FAN HA?—2, und also ZAHN =2LH+ 2X. 
Setzen wir nun, wie in $. 5%, A=Ä, und wenden wir überhaupt 
dieselbe Bezeichnung, wie am angeführten Orte an, so ist 11 = 
9 — — 
er ur = x und A\= nn rc folglich ist 
tm’ = 2.t,.m? + m, (m—n). 
Addiren wir aber die Gleichungen 
m.t—= 2m’. (m—n)m, 
2m?.t = 4m}.t, +2(m—n,)m,, 
4m?.t, = 8m?.t; + 4(m;—n,) m; , 
8m:.L, = 16m} .L, + 8(m, —n;) m; 
ww 3% We, 
so entsteht der Ausdruck 
mt rm + m—n)m, + 2 (m, —n,)m; +4(m,—n,)m; 
18(m;—n;)m; ...Ft+ 2. (m, —N,)Mm,zı° 
Nimmt man nun 7 grols genug, oder eigentlich unendlich grols, so ist 
{,y, =0, und man erhält, da auch m’=1 ist, die sehr rasch convergi- 
rende Reihe 
l. = (m—n)m, +2(m, —n,)m, +4(m—n,)ın; +8(m —n,)m; 
+ 16(m, —n,)m, + etc. 
Ist nach dieser Formel Z berechnet, so hat man, da 2= 1—t ist, 


a ai sı RT 7L 
2, E —— K—K!t — 2n 2n et, 











, E' st E. | 
und da nach Legendre's Theoreme „zz t1-x ist, so hat man 


auch noch 





dir 2 DE nd “ 





DER » 
ERTEILT pe Z 








RE LTR 
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3j. E=n+&K.t, 

in welcher Formel wieder n dieselbe Bedeutung hat, wie im $.55., der 
Quadrant K’ aber nach der Formel (3.) des $. 57. zu berechnen ist. 

Anmerkung. Es ist zwar streng genommen Z,,, nur dann = (0), 
wenn 7 unendlieh ist; aber bei einem vorgesehriebenen Grade der Genauig- 
keit, welchem gemäls der unvermeidliche Fehler < sein soll, ist schon 
f, hinlänglich genau =0, zumal da, wie wir voraussetzen, der Modul 
k<sinlz ist. Sind die beiden Modular-Quadranten K und K’ bereits 
berechnet, so geht die Berechnung von E und E’ aus denselben Modular- 
Zahlen sehr bequem von Statten. 


\p 85. 


st 


) E, E 
Zweiter Beweis der Formel K +7 —_—i = IR 


_ Setzen wir in den Formeln des $. 83. das Argument v = KK}, also 
sne’v = (0, so wird sn’#=0 oder v=2K', undda v=(14N)v ist, so ist 
und da sich die Formel (1.) des $. 83. nun verwandelt in 2X’ = 
so erhalten wir also durch die Division: 

E’ "AESE E\ 
Da ferner nach $. 84. (1 + N” =2.4+?X ist, so erhalten wir, wenu 
diese Gleichung von der vorigen subtrahirt wird, 
E , E a 
tr urn = (rn). 
Setzen wir nun zur Abkürzung 
Re ne ge N 
K=r tr ae K, = tm 


2E,+23.K, 
1+) a 





so ist jene Gleichung: 
KAHN = 2.8. 


Setzen wir nun wieder A\=A,, wie im $. 55., und also I+-N = 
2 2m 


eben so ist 
28m =V’m! RR, RM =tm RR, PR m=tm: RK ws w 
Werden diese Gleichungen mit einander multiplicirt, so entsteht 

K.m? En ‚d mi, 
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1 


. E,:Z 
Ist nun aber r Br genug, so ist m, = TE ; ferner ist $, = jr + ee 1, 
E, 


und d 7 = =1, fener E'=1, alo f, = j ne, so ist 


Ser, 4m! 1 ir. Da aber auch nach $. 57. ?. I 
= K? 'K u 





bis 


1 


J 
we 
“ 








ist, so erhalten wir durch die Substitution dieses Werthes: & = 27 fr 


= ur r 
auch = 77; Was bewiesen werden sollte. 


Zusatz zu $.85., zu $. 84. und $.59. Die Grölse ”.m, kann 
leicht unmittelbar durch die auf einander folgenden immer kleiner wer- 
denden Moduln A, A,, Ar, Ay, A, etc. RU. werden. Es ist offenbar 


m m m 
BER 1 2 3 
n, — . . use» 


m m, m; m, 


. m < m n nn, n mM; I pam . 
Tv. & t a 1. t ee ıt —: und also 
rl ö 


l. Ym= HRIUHRIUER) ‚)» 
Ferner ist 1+-k = und 1+-4, = a ‚also lI+-Ak= BR. eben 
so ist Ik = yi 
dieser Werthe: 


m, 





‚ oder auch 

















Fr 


‚ws. w. Daher erhalten wir durch die Substitution 


LER 1 oder auch 
vH va WR; soo YVk, u 


k 
AR 0 N, = 2 v(kı k; hi; ki; .... k). 





Wir benutzen diese Formel noch zur Umformung der Formel (l.) im $. 84. 
Erheben wir dieselbe zum Quadrate, so erhalten wir, nach Fortschaflung 


des Nenners: 
k:. k, nm. ..».®e k, 
— 1m —= 4 (m —m’k”) = # (m —n;) = #%.2%m, —n,).m,;; 
und also rückwärts: 
k? k, k, k, .oe.oe k, 
Ir 3. 





ar (m, —.n,) . M,+1 == 


Wird dieser Werth in der Reihe (1.) des $. 84. benutzt, so verwandelt 
sie sich in 

















2 127 "7 ei - k,k . 

=, +- TE ni 4 . ha 7 * + etc. oder auch in 
k Wr 2 k, k, - r kık, u kık, 

3. a lig +" + + = + etc.). 











h 
£5 
:: 
% 
Bi: 
ar 
4 
< 
+ [A 
D' ; 
Et. 
% 
e 
2 
D 
4 
x 
‚ 
Br 
& 
I 
% 
R 
S 


” u Br re A Fe ke ec # 
ER ED DL AS N 


Sue fi 
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Ist der Modul % selbst schon sehr klein, so hat man also näherungsweise 








2 k?2 , ktk .! ) 
i= oder {= st —575 8. w. Ferner ist 14 =, 1+%; 
ut a 
a k u 
— En, 1+k = es u.8 W. Werden diese Werthe in der For- . 
'. kz 
mel (1,.) substituirt, so verwandelt sie sich in 
Ei VEVkVk, Vs zi, Va 
u u a re * BEE...) 


oder da m,.k, = n, ist, in den Ausdruck 
k’ 
4. n= ki k,.k,.k, MP 


3° rn. vr—1 





woraus, wenn r unendlich genommen wird, folgt: 


5 2 V k' a 
A a 2 
Die Factoren im Nenner nähern sich sehr rasch der Grenze Eins, 
.” My 7 My mM, 
Nach $. 59. ist &, = ———-- SU, (l— 
nach Formel (2.) verwandelt sich dieser Ausdruck in 


ER. Ace Le 


Ir ' k,_ı 





k,;_,).sn%, und 





Da ferner 
1— wo — 1 kr_ı 1 a Kant BE: vk 
kr—ı vi—x,-ı) v(i ee Au 1 Tk,-ı z 


nach $. 51. ist, so ist also 


6. Ö, = av (k, k,k; ...o k,).sn Un 
86. 


Erste Art der Berechnung von el und el’ aus amu und am’w in Anwendung derselben 
Modular -Zablen, welche zur Berechnung von 7 oder X dienen. 


0 
In der Formel ls an 28 i ne I ist vo< u und auch 


“<A. Verbinden wir diese Gleichung (2.) des $. 82. mit der Gleichung 








Zu+N=2.2 — 1”, so werden wir diese Gleichung zuvor mit der 
ı 


Gleichung «= (1-+-X)v multiplieiren müssen, um das Argument A”v zu 


elimivicen und auch den gleichen Nenner 1-FX, zu erhalten. Es ist 
E 
2: —t —_ )'? 
E K," m 





zT 92 








344 21. Gudermann, Theorie der Mod, -Funct. und der Mod.-Intesr. 8. 86. 


und wird diese Gleichung von der obigen subtrahirt, so erhalten wie 


{iv Zr) 2) suv enu 
du-Eu = oder auch 
K 1-F} 


= = (1-+X) (elv -7)) +(1— k')sne cn. 





1. elu — — u 


° . . ” = Rn 

Setzen wir in dieser Gleichung nun = — und A=ÄA, ao V—=—; 
Mi 

ferner v = u,, und wenden wir überhaupt dieselbe Bezeichnung, wie im 


$.99., $. 98. und $, 84. an, so haben wir die Gleiehung 
PL (du — Zu) = 2m (ela — Zu) + (m —n) cnu snu 
a K — 1 1 ’ he ‚ snu;,. 
Eben so ist 
2a (el — u,) = 4m. (el. — 72%) + 2(m,—n,) enw, sn“; , 
E, E, 
im (din — Eu) = 8m, (ei, — K. u) + 4(n,—n,) cn %; sn %, 
u. 5 W. 
Wenn man diese Gleichungen addirt, so erhält man, da m=1 ist, 


ela— = u ”T.m, (el uU,— - u,) 4 (m—n) cn u sn u, +? (m, —n,) en%, su %, 


+ 4 (m,—n,) cn%; Sn 4; 0... + 77 (m,_,—n,_,) ent,_, s04,. 
Wird nun 7 immer mehr vergröfsert, so nähert sich %, der Grenze Null, 


E, 
also elw, der Grenze , und also elu,— K% der Grenze Null, da E, = 


K.=}7 wird. Daher haben wir die Reihe 


4 
‘ 


elu = = u-1- (m—n) en u sn u, + 2{m,—n,) cnu, sna, +4 (m;— N,)en%; sn 4; 
+ 8(m,;—n;) nu; sn“, —- etc., 

welche sehr rasch convergirt. Ist m,=n,=n geworden, so ist auch das 

Glied, in welchem m,—n, als Factor vorkommt, gleich Null, und da wir 

uns den Modul k& als <sinl vorstellen, so ist in gewöhnlichen Rech- 

nungen schon m, —n, hinlänglich genau = 0. Setzen a nun, wie im 





- “ yaN Ä ® 
$.98., wieder du=—, dnu, =, so ist sna, = mu, oder 
i 


' _ ı/i+% A — dnu _ ym+tn m— A 
auch sn“, = m; Ve: I m—-n "m+Ä 


(du? u— k'? Atn? 
Ve) = VZZH, und also 


1— k'’: m!i—n 


: ferner st nu = 











(m—n)causnu, = (= =z- .(d- n?)), 





Wi A RE a ee 
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| | nA on (A—n){m— A) 
da aber auch nach $. 58. &} = LA Nm, also A°. ; , 


m— N 
mt &Ä 





in en } 


(An?) ist, so erhalten wir 





(N— 1? — N 
(m—n)enusnu, = &,.V ee ), 


m m, 
In ähnlicher Weise können auch die übrigen Glieder dargestellt werden, 
und es ist also 


E (m— 
elu = Kk u+&,: 


+24, ya -AlAsn) 4 gr, Yan aı Son) 4 cr, 


m, m; m,m,; 











A)\A—n) 4 7208 ya): —n,) 


mm, m, m; 








Die in dieser Reihe vorkommenden Grölsen A, A,, A, 4; etc. sind 
sammt den Modular- Zahlen dieselben, welche dem $. 58. gemäls auch zur 


. an "FE 
Berechnung von u aus amu =D dienen. Das Verhältnils x 1—i muls 


nach $. 84. berechnet werden. Durch die in einer geometrischen Pro- 
gression stehenden Coefficienten 1, 2, 4, 8, 16 etc. wird die Conver- 
genz wenig oder gar nicht verringert; sie bewirken höchstens einen 
Fehler in der letzten Decimalziffer des Resultates, welchen man dadurch, 
dals man eine Decimalziffer mehr berechnet, leicht und sicher vermei- 
den kann. 

Zusatz. Setzt man in den vorhin gefundenen Formeln : für x, 
also auch 2,2 für z, %,2 für %,, %,2 für a, etc, und setzt man A 
v(1-+%k’tn”u), so verwandelt sich A = y(m’en’u-+ n?’sn’v) in A 


V (m? — n?sn’? u) . . .. > 
_, 2, so dals für v=0 it A=m und für uv=K, A=1,. 





Nun ist A nicht mehr zwischen den Grenzen m und n enthalten, sondern 
es ist immer A>n undalso A— positiv; aber m —& ist negativ. Die 
vorige Reihe verwandelt sich nun also in 


hen. > eich —m, A, 1 
Eu — Eu+a,y2 An) 1 91, yAr—m) (Am) oc, 


mm, da Eh 








Da aber el’ u = u + tn’udn'u— Clu=u+&Asn'ua—Elu ist, so erhalten 
wir nun, wenn am’ = Wu gesetzt wird, und also A=y(1-+A’taug':L), 


für el’ die folgende Reihe: 
E . A—m)(A—n) (A,—m, A, —n;) 
e/u = (1-z)u+Asiny-A, nn 2, Ve 
44, yAszmdldsen) _gA, Sams Tm)_ ete, 














m,Mm;, m,m, 
Crelie's Journal d. M. Bd. XVII. Hit. 4. 45 
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Die hierin vorkommenden Gröfsen haben dieselben Bedeutungen, wie 
im Zusatze zu $. 58; die daselbst angegebenen Formeln dienen auch 


| E 
zue Berechnung des Argumentes « aus am'u=%Y, und I-57 ist nur 


noch nach $. 85. zu berechnen. Diese Formel ist anzuwenden, wenn der 
Modul A >sin} ist, weil dann k</sin } 7 ist. 


$. 87. 


Erste Art der Berechnung von Imw und Im’u aus amx und am’u 


Nach $. 86. ist 


E / en 
elu = gu +m(1—k') enu sn u, + 2m, (I— k/,) en, sn u, -F- etc, 











ü 1-4-%°) sn: \ 
Ferner ist nach $. 5l. snv® ne an - und also das Glied 
k?suuenu — mölog(1+da u) 
BEN we B 
m(1— k').cnu snw, Tre Epn 


Werden in gleicher Weise auch die folgenden Glieder umgeformt, so 
erhält man 














E oloee(1+-duu olos (1 4 dn u 
elu = —u—m. str ) — Im. % etc, 
AK cu du, 
. . u u u 
Da aber, wie im $. 97, v=--=—=-—=ete. und also auch 
m; mM, Mm; 
ou ou ou eu » 
OU == - - — 2 = — = ete ist, 
m, m, IM; m; u 


so findet man, wenn man jene Gleichung mit diesen multiplieirt und in- 


tegrirt, auf der Stelle 
Y 


E u” 2 2 7 
u ur > I EEE I En EEE ADEDHin. ONENE 
Imu = K’2 % log 1 + du r 2log 1+-dnz, + Mad Pareo 





2 2 
-- 8log T-fdız, + 16log un. + etc., 


wenn die Constante so bestimmt wird, dafs das Integral für v=0O ver- 
schwindet. Wird die Bezeichnung des $.58. eingeführt, so ist 


E u? = 2m, 


Imu = dry log Ä log, + og 








M 


9 
+ u en Ten + etc. 
Es convergirt diese Reihe sehr rasch und die Rechnung nach ihr ist sehr 


bequem, vorausgesetzt, dals auch das Argument % in ihr aus amu=P 
nach den Formeln des $. 58. berechnet wird. 





Zusatz. Wir leiten sogleich noch eine Reihe zur Berechnung von 
Im’« her, wenn am’u = \% gegeben ist und die Modular-Zahlen, welche 
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zur Berechnung von n oder K dienen, wieder gebraucht werden sollen. 
Setzen wir A=y(1+k'tang’\V) und setzen v2 für u, wodurch die Be- 
deutungen von A, A,, A,, A, etc. geändert werden, während die Art 
ihrer Berechnung dieselbe bleibt, so erhalten wir sofort 


ee . 
E u m, + A, 




















En len." DE Bes 2 Be m, +&A, N s 
Im (uw) — K . 2 log Im 2log 2m, — 4log 2m, — etc, 
> 3 5% 
und, da Im’zv = Im + z + log. —- ist, 
EEE, E\u? 1 „mA m, -A, m, +-A 
Im'u = (1-2)75 + log an „os 2 — 2log E — 4log 1 
‚mtA,_. m, td, __ 
— Slog a 16log Im, etc. 


Auch diese Reihe convergirt desto rascher, je grölser der Modw X‘ ist. 


$. 88. 

Zweite Art der Berechnung von elw und el/’s aus amu and am‘. 
2.lv- 22) suv—2®v 
1-3 
auch in der Gleichung «= (1+N)v für # an dessen Stelle 2%, wie auch 

ım $.99. geschehen ist, so werden diese Gleichungen: 


2.elv —24?v+ 2), snv RN 
it, und ?vu= (I+Nr. 





Setzt man in der Gleichung ?.el4u = und also 





2elu = 


Ferner ist 
E Ra E 1? E ER E, Pr /2 41. \ 
urn N und also 2. K um (2. v): +2). 


Wird diese Gleichung von der obigen subtrahirt, so entsteht 


E 
a 
el v K, v--Asnv 

















wet —— 
ee Fstel 147 u 
Setzen wir nun A=Ä,, ferner v=u, und wenden überhaupt die Be- 
n u BR Yon... 0 2m a 
zeichnung des $.59, an, so ist A Pe und KU Se, also 
k m—n . 
im und folglich 
E rw E, ) m—n 
m (elu— u) = m, (el — 7 U, +57 nu, oder auch 
E E 
m(elu— x 2) — m, (elu— u) + 0. 
i 


Aus dieser einfachen Gleichung schlielst man auf ähnliche Art, wie im 
8. 86., dals elu— fu = +++ 0,+ete., also 


45 * 
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elu = Zatdt +5 +++ etc. 
ist, wenn die Größen d,, &2, 03, d, ete. nach den Formeln (3.) des $. 59, 
berechnet werden. Diese Formel ist sehr bequem, wenn man das Argu- 
ment ı« nach Formel (4.) oder (5.) im $. 59. berechnet. 
Zusatz. Setzt man 2 für uw, wie im Zusatze zu $. 59,, so er- 
hält man die Formel 


eu = (1-2 )u+ Vsiny— Anbei 


wenn man den in ihr vorkommenden Größen dieselben Bedeutungen giebt, 
welche sie im Zusatze zu $. 59. haben. Das Argument x wird man aus 
am’® = Y/ nun ebenfalls nach den Formeln (9.) oder (10.) am angeführ- 
ten Orte berechnen. Die Convergenz dieser Formel für el’ ist desto 
orölser, je grölser der Modul A‘ von el’« ist. 


$. 89, 


Zweite Art der Berechnung von Imw und Im’ aus amu und am’. 
Nach $. 88. ist 


du=-. u; lc m, (1—X‘) 


m, (1I—k‘ 
I on, + ar.“ ‚sn, + a C 2) ‚snu, + ete. 


Da aber nach 8.59. sn, = (1 +%) snwsne“ ist, so kann diese Reihe auch 
also dargestellt werden: 


E m k? smnuenu m, kK?suu, nu m k? snu, enu 
elu= zu+r7z- +7- ı—— dr: 2, 2-—: + etc. 
































dn u duu, du u, 
Da nun ferner «= . ı,, ao v=-—"-u, ist, so ist 
14x’ '? 2m, ’ 
u u, u, U, 
. = = _—I m = e 
m 2m, 4m, Smz 0. 
und also auch R 
du du u 
ou == L— -——ı2 —m —Z etc, 





2m, Am, 8m, 
Wird die vorige Reihe hiermit INORHEEN und dann N ‚ so entsteht 


E u? 
Imu = x'7„ to En — 1lo 4lo 08-- + ete., 


5 In u, © duuw, 
oder auch mit Benutzung der Grölsen V, Y, » Va, Vz etc. des $. 59. die 
Reihe 
E u? m | m m m 
Imı=—.—+4log— + Hlog—- + log — + 7%,log— + etc, 
K'2 > V 4 5 ! 5 V, 14 V, 
Zusatz. Setzt man, wie im Zusatze zu $.59., in der vorigen 


Reihe vi für und benutzt die Formel (6,) des $. 72,, so erhält man 
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noch auf der Stelle dio Reihe 


E\ u? 1 V, V 
Im’u = (1-5).% : tl, — Hlog 110g — tlog 


m m, 





V 
1 3 





in welcher die Größsen V, V,, V; etc. dieselben Bedeutungen haben, wie 
im Zusatze zu $. 59., und in welcher das Argument vw aus au’u = % 
nach der Formel (9.), oder auch Formel (10.) im angeführten Zusatze, 
zu berechnen ist. Die Convergenz dieser Reihe ist desto rascher, je grö- 


[ser der Modul %’ von Im’ ist. 


Neunter Abschnitt. 


$. 90. 


bei einer Aenderung des Moduls k. 


Pd ‚ 
R - _dp_ und vo = / "A.2®, und also 
« 0 


2s 
Be ‚OD u ar =/'T-°0, 





Differenzial- Gleichungen der ersten Ordnung für die Grölsen argam(p)=u, elu, K und E 


Die Functionen arg am (D) und elv=elam(®) können beide als Func- 
tionen der Amplitude ®, aber auch beide als Functionen des Moduls k an- 
gesehen werden. Es lassen sich also auch Differenzial- Gleichungen unter 
der Voraussetzung, dafs die Amplitude ® unveränderlich, der Modul %k hin- 
gegen veränderlich sei, entwickeln. Setzen wir zur Abkürzung A = 
via—Kksin®) und v=argam(d), ferner eluv = elam(d)=ov, so ist 


weil D und k ganz EN von einander sind. Das Differenzial von 
y(i—A’sin’®), unter Voraussetzung der Veränderlichkeit von %, ist 














— köOk. sin? f ' 
vVi—ı: sin? ? nn. 
A LER — ksin?p 3 — k?sin?p _ Ar— 2 
ök  V(—kisintpy)  KVYl—Rtsin’p olglich 
1 
(7) 
en 73 1 A 3A 
i Mus (A-2); und da zy az: "ist, so ist 





e(7) = (< =} 


UA 


ok 
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Werden diese Werthe substituirt, so erhalten wir zunächst 
Du 2 0 1 p =, 


—— 








P} — 1 


0 PA, IR : 0 


ok * f et ei at ftar, 


Die vier in diesen Formela vorkommenden Molegfe verwandeln sich, da 
G=amu und also gen folglich = du ist, sofort in 


IQ 


















FAN 
z. u 2 u u A u 
0 u: x Bd il A € 
Wird die Bat 3) des $. 64. benutzt, so ist 
58, ae n w ' 
k. n Ph et an = (rer) Du 2 
U u 
ck 


Stellt man diese Gleichungen ir vo! dar: 
1. um v—k 





= | 
„ 90 R? (u+k. =) +R sn usncu = elu; | 


dient die erste dazu, um aus einem analytischen Ausdrucke von elu 
oder v durch % den analytischen Ausdruck von 4 =argam(®) herzuleiten. 
Die zweite Gleichung zeigt dagegen, wie aus einem analytischen Aus- 
drucke von @=argam(P) der analytische Ausdruck von = elw herzu- 
leiten sei. Setzen wir D=!7, ao u=K undv=E, so verwandelu 
sich diese Gleichungen in 


3. K=E-—ı.° 


ok?’ 


. E=k"(K+%.Ö2). 





$. 91. 
Diflereuzia! - Gleichungen der zweiten Ordnung für die Abhängigkeit der Gröfsen u = argamı (P) 
und elam(g) vom Modul A. 


Der Gleichung (2.) im $. 90. gemäls ist 


AN du k*sing eos 
ve = k"u-+lk R)..+ Kt, 





also 








. Ou , KR? ee 
frır ee 
2, Ole tan, Er 





r — um 


ak ek 1 














; 
e 
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Werden diese beiden Werthe in der Gleichung (1.) des $. 90. substituirt, 
so wird sie 
/ Ou , k?sinpeosg 
k er ER 3 RT 
pn L_ ‚gu "sinpcosp _ xö( A 
Transportirt man das Glied k”w, so ist die Gleichung durch % theilbar, 


und also 








2 _73 ou k® sin =?) 
ksio@p cosp o( it 3 Se Er: EL A 


> \ 

ku kR.° 3, + A ET ; 
Diese nn welche nur noch die als Function von k angesehene 
Gröfse u enthält, ist offenbar eine Differenzial- Gleichung der zweiten Ord- 
nung. Differenzürt man wirklich, so ist noch eine namhafte Reduction 
möglich, Da amu = P als constant angesehen wird, so ist auch sin® cos® 
constant, aber A veränderlich. Es ist nun aber 


3(&). 2r.A-e (II) 284-14+% 









































Fr Ban a a 1 
; Be A? u At iv KH): 
(* sin p cos p 
| il it 1 1 4 
also = — ksin® cosd (+ +5); ferner ist 
Ze u au _ 2ku— moi m Kr SE _ ku und 
a ou 
(9) (k—k ):E 
( y ol u d—3KN. + 1). Er, 


Werden diese Werthe substituirt, so entsteht die Gleichung 
a2 


ku = mr. ERTNP_ a + 2ku— A —3R).2E— (k12).2 








ksinpcosp ksinpcosp 














A 3 k 
Lälst man die sich N Glieder weg, so ist 
1-—3k? Su sin ep cosp 
(t-#).3 >, tr k Tür As =(, 
oder auch 
1— 3x? du an u en . 
1. den RE ee u Ui 


Noch leichter findet sich die Differenzial- Gleichung der zweiten Ordnung 
für die Gröfse elv, wenn sie als eine Function des Moduls % betrach- 
tet wird. 








352 21. Gudermann, Theorie der Mod.-Funct. und der Mod.- Integr, $. 92 


Jar 


A} -' 2: 4 
Nun ist der Werth # = o— 2% a FE _ ou ib 


e ok 96: 5k "or 
— ke. Mm in der Gleichung (2. D des $. 90. zu nn Dadurch entsteht 
N?v 
= (I—K' )v—(k—1).2 — — K(i—R°), ST - + AR’snwsneu, also 








wu ov sin p cost 
ar. + —. 7 +9 — n ?=0, oder 





“ | 1—k? ‚ga S Nu 
I a Ö an + = eiu + elz _ = 0. 


Setzen wir in den so De: „ua Gleichungen v=ÄK, 
elu = E, so verwandeln sie sich in 
0K ‚,1—3Kk° ©K 





also auch 

















BE Rn Zr — K=0 und 
—) 0° E 1—k? oE £, 
4. (d + z +E=0. 


Zusatz. re der Gleichung (1.) gemäls 
(kb). + (1-3) hu + =0 und 


la. a) 
p h 1.3 ? 
en ; n: £ = (k—K' %- = + 3% ).3; 


2 


ist, so kann die Gleichung (1.) auch also dargestellt werden: 


ZU nn ze) sn u ci 
OR l; SHIUCHU 
= = U— e 
ok du? u 














$. 92. 


Diflesenzial-Gleichungen der ersten und zweiten Ordnung für die Abbängigkeit der Gröfsen 


u argam‘() und elam’(w) von dem Modul X. 


Setzen wir in der Gleichung (1.) des $. 90. für # an dessen Stelle 
u, so erhalten wir zunächst 


kr un ee, 
ck 
Da aber Clu—= au +to/u.dn u—el'uv=u+siny.A—el’z ist, weun wir 
0 £ ktang? j 
A f 2 n era N 1 
A=y(1+k'tang’y) und also ae R setzen, so Ist 
C k? sin ap lang? ı% ce u 
rs Bee  PrN i: b u 
wv—=u+rsinYy.A—el’u k.5r Z + /k a 























k* tang? at sin 1) 
und da sin Y (4a— A )= 


FAN Pa 


ist, so reducirt sich die Gleichung 

















Neunter Abschnitt 9.9. 353 











wieder auf A 
sind) y „ou Wi) 0 0 
A el U k ® Ok 4 I: . d k — . 
d sin sı’uen’u . . 1 
Da ferner A = ne also Er ist, so kann die Gleichung auch 
u? N do’u ’ [e 





also a w heran 


ou od’u sotuenfu 
2 k. ok = k. Ök —elu+ do’u ° 


Setzt man in der Gleichung (2.) des $. 90. auch wi für «, so wird sie 
3. &dG= hr? (u+k. et u Jr PR 


du dntu ? 


— ef u+ru+t tn’udn'u = kK’u--kk”. + de u 





k?ton’u k'? sn’/u cn’ u 


Da aber tn/udn'u— — _ = ee ist, so verwandelt sich die Glei- 





ehung in 


R2 on’ zen‘ 
, du Euch, + en’zentu 


do’u 





Substituirt man den Werth %.©“, welchen die Gleichung (2.) giebt, in 
der Gleichung (4.), so erhält man 


el’u = Ku—kk”. 





d 
neh 4 k”el’u oder 


ok 
RR 24V n Oel’ u 
u= Kelu+kk. ä; , oder auch 


k'% a 
— / 
5. u — el u 4 k ’ o 


Diese Gleichung und die vorige (4.) lassen Ph: na kürzer also herlei- 
ten. Vertauscht man in der Gleichung (1.) des $. 90. den Modul % mit 
k', so hat man 








Oelu 
mu / Ä 
um el’u— ni. Ir 4 
Da nun aber A+k”—=1, also AöOkh= —kok, und also = -. 
IE 
ist, so erkält man durch die Substitution dieses Werthes unmittelbar 


, k’? ‚gel 

= el’u er a 
welches die Gleichung 2 ist. Ganz and so lälst sich die Gleichung (4.) 
aus der Gleichung (2.) des $. 90. herleiten. Setzen wir in den vorstehen- 


den beiden Gleichungen Key also el’u= E', so bekommen wir noch 


6. =E+”. Ir un 


Crelie's Journal d. M. Bd. XVII. Hft. 4. 46 
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7. E= R.K— x 2E, woraus leicht folgt 


ok? 
k.o(K'—E’) 
Ok + E' = 0, 


Wenn wir in der Gleichung (1.) des $. 91. für z setzen 2, so verwandelt 
sie sich sofort in 





0? ge 1—3Kk? Ou sn’z en’ 
8. (1A). ET SB bee Yeoza 3 Bath 2 = rl 
und hat nun mit der Gleichung (1.) des $. 91. selbst wieder grofse Aehn- 
lichkeit. Setzen wir auch in der Gleichung (2.) des $.91. für z an des- 


sen Stelle w, so ne sie sich in 


2 &lu 1—x? — tu’ u 
a—R).E ok? ” . + eu — ee 0. 


Aus dieser Gleichung läfst sich Be eine Differenzial- Gleichung der 
zweiten Ordnung für die Differenz ®«— el’ herleiten. Da nämlich El« 
= u— el’@+tn’udn’w ist, so erhalten wir, wenn wir für den Augen- 
blick w—el’u=z und A=y(1+X’tang’/)), also am'u= % setzen, 


ni! . 
oelı Oz k sin as tana ? a 
u=z+sioy.A, ao — = 3% -- va V, Da ferner 





























Ok FAN 
2 02 
2 3a Ki k*tang? ' 
IN un FAN E53 int 8? Elu ee. 0°?z sin vr tang? 
a Si > re 


Werden diese aa Versen, so ae die Gleichung 


2 sin 2 nn 2 ay k'* sin au tang? 
(1—K' ).> 2 


1— | 
tet +—7 


tn’u 


-+- tn’u dn'’u— — = 0. 


du’ 











Die vier letzten Glieder der Gleichung haben den Factor tangy = tn’u 
gemelnschaiih0h: Lassen wir ihn für den Augenblick weg, so sind dieselben 























k'?sn’?wen’?u „ k'* su?u Et 
du’ u du du du’? u ’ 
und wird der m BR tn’ wieder er so haben wir die Gleichung 
k ie —el’u) , 1—k? dlu— 3a u . k'2 sd wentu__ 
0. a. ZN 4 +u—eu ren 0, 


Man könnte aus dieser Gleichung naar eine Differenzial-Gleichung von der 
zweiten Ordnung für die Grölse el’ in ihrer Abhängigkeit von k her- 
leiten. Wir verfahren aber zu diesem Zwecke anders. Es ist —kok= 
k'ök’, oder Ih=— dk, also 
wir noch einmal, so entsteht 


V k' // s eo 
I = — E ie e Differenziiren 
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„ 10e’u K! O?el’u oefu kKOk— KO *) 
c 7 = um FT r . 
( EI ) Ed tar 1: und also 





() 
Be) K'® Orelu  delu i 
TR a Due 
Stellt man nun die Gleichung (2.) des $. 91., indem man zugleich die bei- 
den conjugirten Modul mit einander vertauscht, also dar: 
1 NE MS 
Bu Ha ta 


und substituirt man hierin die vorhin angegebenen Diilerenzial- Verhält- 
nisse, so erhält man 






































je St peu Pr = 0 oder 
0 mE ER Bi tn 
Setzen wir in den Gleichungen (8.), (9.) und(10.) z=K’, so haben wir noch 
1. dem. I +7. 8 —K=0 
2. dm. IE SEN LIKE = 0 
13. d-m. IS — 14 2 +E=0. 


Zusatz. Vertauscht man auch in der Gleichung (9.) die beiden 
conjugirten Modul, so entsteht 
„[Clu—elu) 
fr ol ok’ “ k?_ O(u—elu) 
? Ok’ u 
und durch dasselbe Verfahren, wodurch die Gleichung (10.) hergeleitet 


wurde, findet man auch 
FREE v—elu) 1-4-%? 
be a Scluae 
Wird also «= K gesetzt, so haben wir noch 


| a’ 0°(K—E) 1-+i? O(K—E) . er 
(A). Ok? a a 1: [) Ok + K—E ._ 0. 











k?en°ucenu 
+u— elu-+ a =U 


u 2 3 7 
„= 1) Lu—elu + ent wenu __ 0. 


du? u 




















$. 93. 
Dritter Beweis der Formel AE-KE— KK = }n 


Die Formeln (3.) und (4.) des$. 90. und die Formeln (6.) und (7.) 
des $. 92. können auch also dargestellt werden: 


46 * 
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dE OR er 
, oE . n. y OK’ vr 
u ae Zn KB); Ök =— on EBK); 


woraus noch folgt 








0 (K—E) ER kE eo K'—E’) E' 
3 Ph 7 is = TPageet: ie 


Diese Formeln müssen immer beim Differenziiren angewandt werden, 
wenn in einer Gleichung Modular-Quadranten oder auch elliptische Qua- 
dranten vorkommen, welche als veränderlich betrachtet werden. In An- 
wendung dieser Formeln lälst sich, was Legendre selbst eingesehen hat, 
das von ihm gefundene merkwürdige Theorem beweisen, wodurch ein 
Zusammenhang unter den vier Quadranten K, K, E und E’ ausge- 
drückt wird. 
Es ist der obigen Formel gemäls 

















KöE _ KK ,EK. EöK' __EBE , ER 
Te le 16, ok {rl gr 
KoB kKK' kKE’ E'öK ah EE' KE 

ae + En Ole Freier Yale 


Durch die Addition dieser vier Gleichungen erhält man 
K'o E-+-E2 K'-KOE+-EoOK __ O(KE+ KE) __ KK'(k2— KR)LER— KE 


























ok ag ok em kk'% 
.„, KöK_ EK' KK Köxk' ,_ KB 
Ferner it — = ua % und = 7 KK'— ;, also 
K'OK+KOK'  O(KK) __ KK'(k?—r?)-ER'—KE 
ok ci; dk PER kk'2 3 


BADEN! VEH-KE') —O(KK' . 
folglich ist HERR = MD)—o, Integrirt man also, so entsteht 


KE+KE'—- KK = const. 
Die Constante ist = 47, wie am Schlusse des $. 76. gezeigt worden ist. 





$. 94. 














Differenzial-Gleichung der ersten Ordnung für das Verhältsifs = und Ausdruck desselben 
durch eive nach Potenzen von k fortschreitende Reihe. 
KK’, KE Kon 
Es jst a (# = KOE—-EOK (-+ 7 nt EBEN 
K: Er RK: (nac 


$. 93.). Dividirt man wirklich jedes Glied des Zählers dureh den Nenner &° 
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und setzt, wie im $.84., das Verhältnils EA 1— 1, so erhält man 


K 
dt 1:,1-— (MD 1-t 
F ET ET TEE ER 
= un DR ne und also 
_ A—271)k 1? 
= k'? Fan‘ 





Stellt man sich die Größe in eine nach Potenzen von %k fortschrei- 
tende Reihe entwickelt vor, so kann man nach der im Zusatze zu $. 85. 


sefundenen Formel schlielsen, dals das Anfangs-Glied jener Reihe ebenfalls 


2 
— sein werde. Setzt man daher ti=5 .v, so wird das Anfangs- Glied 
einer nach Potenzen von % fortschreitenden Reihe für » die Einheit sein. 


Aus der Gleichung 


k? ot k? Ov | ie 1? k3v? 
=>: v folgt aber 77, =; „te, = 70, also - = —;-; 


1— 2: = 1—Kov: Rapp haben wir die Gleichung 








k? — A—k’v)k k3v? 
2 a -+ kv k'? + PrE oder 
23h. +4 =-EITENTEN, ao 





Uk— 2.5 + 4l— — K)v—4+4KRv)—k’v’ = 0 oder 
Uk— —P). 2 . +4@—D—Rv = 0 


Nach dieser Pr kann v ziemlich bequem in eine nach Potenzen von 


% fortschreitende Reihe entwickelt werden und dann hat man 


gm 4 ® 
an Beer 


Die Rechnung wird noch etwas einfacher, wenn man eine Größe x = 


0x 2k 4x 


-2 
— einführt. Dann ist rückwärts k—= ? 2yz, und ök= 7, also ——=-—: 
ok 0x 


4 
folglich ist 





42(1—42). ee = U, oder auch 


Zn = O, 





_ Aumes 


1 2 3 * 
Zusatz. Setzt man v=1+taurtauar+ar+ar+ etc, und 
substituirt man diese Reihe in der gefundenen Gleichung, so hat man zur 
Bestimmung der unbekannten Coelfficienten die folgenden Formeln: 
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2a — 1, 

3a = (4.1+2)a, 

ka = (4.2 +2)a-+ a, 

5a = (4.3+2)a + 2aa, 

6a = (4.4 Ya +2aat a, 

74 = (4.5+29)a + 20a +2aa, 

Sa = (A. S+Ya+20a+ 200 +, 
= (4.7 + Y)a+ 2aat 20a +2au 


u 5 We 


und aus ihnen findet sich die Reihe 








| .TPRR ERS, BER | v: BE 
v=14+4. rg trier etrgret 
848479 
+ 3 Fir. 
. L;? k? .n . . 
Do nun = und {= 5 ist, so erhalten wir endlich, wenn wieder 


E=K-Kt wd E = sp tK-i 


gesetzt wird (wie im $. 84.), für 2 die Reihe 


BE , 41 %® 59x10 7297 Kı? 1171x:: 
14 ER 2 5 k® +5+ 2ıl + 212 — 216 ln: 5 au 


498409 xı6 848479 x13 
+ 22% + 227 + etc. . 
welche die Eigenthümlichkeit hat, dals sümmtliche Nenner nur Potenzen 
der Zahl 2 sind. Werden diese Potenzen reg so ist 


4lr® | 59x10 PL KA 1171r12 | 498409x1% 
to 16 +5 32 + 2048 +7 4096 + 05530 Or + 67008864 


818479 gı3 
+ 1301778 rt et% 


























Da ın wirklichen Anwendungen dieser Reihe A’<{} ist, so sieht man, 
dafs dieselbe immer ziemlich schnell convergirt. 
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$. 095. 
aE+b(K'—E’) 
aKkK-+-bK' 
willkürliche, von k unabhängige Zahlen sind, 
Setzen wir der Kürze wegen «= 4E-+b(K'-E‘) und a«=aK+bK', 
so ist nach $. 93. 


Differenzial-Gleichung für das Verhältnils v = 





‚„ wenn a und b ganz 





Ce = —2 (K—-E)—7.E', also —k.2@ = a(K—E)+bE, 
oder auch — re = a—«, und also 
da —_ ue'—a 
Br E® 





(a — a! cE bk ‚vw r 
Ferner ist «—a’=a(K—E)-+DbE', also - u nn a 17 ae (K'—E'‘) 


ie Veen a ee ee AA 
= m 4%, Oder Eu Fr ird hierzu die vorig g ’ 
so entsteht 

da au k 


zen +m%. 





a' 
h ovV (*-) aa — adua . t a 
— — zen wir zusammen 
Da nun aber 3% IE TIL ist, so setzen w 








0a' aa —a? 

k k ’ 

we. —aa te? , k a __ a0 a? 
k k kr k kk':? 
— a? Da! a!? 

OvVv_ Kk ” k kr 


und also — = -. Dividirt man also jedes Glied des 
ok &? 

















/ 
Zählers durch «’, indem man v für — setzt, so entsteht die Gleichung 


Ov 1 2v v? 
ame TT Tim 
welche also für beliebige Werthe der Gröfsen @ und 5 richtig ist, Das 
vollständige Integral dieser Differenzial- Gleichung ist also 
aE+b(K’—E) 


akK+bK 


$. 96. 


Ausdruck der Abhängigkeit einer Function der Größe v— 





n RK 
a K-+b'K vom Modul & durch 





ak+bK' 


eine Differenzial - Gleichung der ersten Ordnung. 


Bezeichnen a, b, a‘, b‘ vier ganz willkürliche und also vom Modul 
%k unabhängige Grölsen, und setzen wir jetzt 
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a=akK+bK, « =«K+UK, 


oa 





‚0a 
a! Ö Mi ’ i 
also v= —, 80 ist 37 = rg ar Entwickeln wir vorläufig 
die Differenz «da' — wu, so ist 
ca= aaK-+bEK = (aE—ak"K+iKFK'—bEN). irn und 
oa = «OK +b OK = (W“E—au 


'k"K V’ERK— v’E'). . 
Aus diesen Ausdrücken setzen wir zusammen ada’— «du durch die 
Substitution der vorhin angegebenen Werthe; durch eine namhafte, aber 


leichte Reduction, weil sie nur im Weglassen gleicher und entgegengesetz- 
ter Glieder besteht, findet sich 








e „yr N k 
aaa —u da = (ba'—al'\(EK' + E'K—KK). 
welcher Ausdruck sich nach $.93. noch reducirt auf 
n ok 
wu—uöu = 4r(ba—ab). m. 
. ed — «Od . 2 —ıude. 
Da nun aber cv = > = Zn also rückwärts ? = ao. 7 ge ist, 
so ist 
2 UR 
BR a(ba— ad’). 5 


"„[cK 
* ET TOOER 
Ferner ist nach $.91. (1—A°). ge .* 2 ‚——K=0 und nach 
$. 92. ist 








oK 
8 (7) 
f He \ck 1—3xk: oK' - 
t—K?). F: + —.77— el, 


Wird die erste dieser beiden Gleichungen mit a und die zweite mit 5 mul- 








tiplicirt, so erhält man durch die Addition og beiden Gleichungen, da 


«„=akK-bK, also he 

















oK' 
a“ +5. und 
./[0« „foK „[cK 
(5) Ye ru er er 
. = le 5% . Ey 
ist, noch die Gleichung 


2 A—R) (5) 2 Fe. dus 
5 17 


da 





k —zumt. 
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Wird aus den Gleichungen (1.) und (2.) die Gröfse « eliminirt, so erhal- 
ten wir eine Differenzial-Gleichung der dritten Ordnung zum Ausdrucke 
der Abhängigkeit der Größe v = "X er vom Modul A. Diese Dife- 
renzial-Gleichung, welche bekannt ist, werden wir bald nachher ebenfalls 
herleiten. Es scheint aber zweckmälsig, da eine Function von v gefunden 
werden kann, deren Abhängigkeit vom Modul % schon durch eine sehr ein- 
fache Differenzial-Gleichung der ersten Ordnung ausgedrückt wird, die 
Herleitung dieser Difierenzial-Gleichung vorauszuschicken, Setzen wir 


__.0@ —. 
P= 5% A 7% 
so haben wir, der Gleichung (2.) gemäß, 
(k—K)y+(a—3kK)ß—ka = 0 oder 


3. kr. L +43). =, 


& 
und es findet diese Gleichung Statt, eg mag d’k = 0 gesetzt werden oder 


nicht. Aus der Gleichung (1.) folgt 

















loga = 4log(}7(ba’— adb')) —4log(k— A’) — log 2, 
und also durch Differenziren 
0a 1—3k? ev 
de _,. IR 9% 310g. 
oloz ev 
au a a . SV ok ’ 
Dividiren wir diese Gleichung durch X und setzen —, — =, 80 ist 
B_ 1—3K2 
a 


Wird diese Gleichung noch einmal differenziirt, so erhält man zunächst 





ar Per 2° (k—k3)? 

oder wenn man durch 9% dividirt, 
BE. 143% dx 
a Taten dr 


Werden diese Werthe von £ und z in der Gleichung (3.) substituirt, so 


erhält man nach einer leichten Reduction die einfache Differenzial - Gleichung 


{+ R2\2 
GE u = 1. (2) 
ok k—k 


Olog 9, 
6 k . . 
von der ersten Ordnung, deren Integral x = —;, — und also eine Function 





von ® ist. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVII. Hft.4. 47 
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$. 97. 


Ausdruck des Zusammenbanges unter den beiden Moduln % und }, wenn die dazu gehörigen 
Quadranten K und L und die conjugirten Quadranten ÄK’ und L’ durch eine Gleichung von 
a@K-+bK _e®L-+-fL 
aK+bK aL-+fL 


Olog v® 


Setzt man, wie im $. 96., = %r und sieht man weder 








der Form mit einander verbunden sind, 





Ok, noch dv als constant an, so findet man durch die Entwicklung die- 
ses Ausdrucks: 

Ok.dv Ok?? 
und wenn man quadrirt, 


U = (9? v)? 2 O?2k.0?v (82 2)2 














Ok2.dv2 " OK°.dv Okt * 
Wenn man aber differenziürt, so entsteht 
Y 0x a 03V us (0?v)? _Ov.ortk__ 03k +2, (0? k)* 
“ok ” Ov.ök? Ov2.dk? OHv.dk® je "Okt * 
Werden diese beiden Ausdrücke in der Gleichung wie SE 40 = = (+) 


substituirt und die sich dabei aufhebenden Glieder weggelassen, so erhält 
man die Gleichung 


2. mh, ee u a a tar 











"Ov.örR? “'Ov2.öRı TOR Ökt :—k3 
oder auch z ru . an: se 
IV V k 2 k)?2 k?\? 
2 am 72. m um 2 
1. =" 00 gu ok 3. Okt +) OR, 


welche sich, wenn man 0% als constant ansieht und also k=dk=V 
setzt, zusammenzieht auf 











53 0? v)2 1-12%2\2 

2. .— 3.5 = (#) .OAk?: aber auf 
03% (0? R)? IHK? nn __ 

2.5 3 + en) rn, 


wenn man ®, obgleich es aus der Gleichung verschwunden ist, als dieje- 
nige Grölse ansieht, in Beziehung auf welche % differenziirt werden muls. 

Sind X und X’ zwei andere conjugirte Modul, wozu die Quadran- 
ten Z und Z‘ gehören, und setzen wir 


FL die a’ L+P' L’ 





— eL-+Pß.L 


indem wieder «&, ß, «‘, ß° vier beliebige und vom Modul ?. unabhängige 
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Gröfsen sind, so ist, der vorhin gefundenen Gleichung gemäfs, auch 
2 ee ee aaa 

ov’ ov’: 04 O4? 213 
Setzen wir nun aulserdem » =v/, so giebt es, da v und v’ Functionen 
von k und X sind, einen eben durch diese Gleichung v® = v‘ ausgedrück- 
ten Zusammenhang zwischen den beiden Moduln k und A, welchem ge= 
mäls man entweder %k als eine Function von A, oder umgekehrt A als 
eine Function von k, oder endlich % und X als Functionen einer und der- 
selben dritten veränderlichen Gröfse ansehen kann. In jedem dieser drei 
Fälle ist aber auch Ov=0v‘ und Ov—=ö’v‘, und folglich 


3 } N? k)? 1 -2\ 2 j 3 2332 9 RR 
. 2.3, + re 2.3. ED + (ER. 
Die beiden Modul A und X sind hiernach durch eine Differenzial- Gleichung 
der dritten Ordaung mit einander verbunden, deren vollständiges Integral 
die Gleichung ® =v’ oder auch 
aK+VK _ @LHPL 


ak-+bK «L+/L 
ist. Schafft man in dieser Gleichung die Nenner fort, so erhält man eine 
Gleichung von der Form 

a. KL+b.KL+cKL+dKUL=0, 


in welcher «a, db, c, d willkürliche Constanten sind. 


Nach $. 54. ist z.B. Er = 2. oder KL’—?K'L=0 eine Glei- 

















chung, welche unter der Form der Gleichung (3.) oder (4.) enthalten ist, 


und die durch die Gleichung ki 


werden also die allgemeine Bedingungsgleichung (2.) befriedigen. Die Glei- 


mit einander verbundenen Modul 


chung k= ne ist also ein particuläres Integral der Gleichung (2.), welche, 
wie weiter unten erhellen wird, unzählige particuläre Integrale hat. Setzen 
vrA= —, so ist nach $. 31.: 


= Fa Ti ao LE —-KLHiKL = 0 


5; j ei de s 
und auch A = ——- ist ein particuläres Integral der Gleichung (2.), wovon 


man sich durch die wirkliche Substitution auch leicht a posteriori über- 
zeugen kann. 


47 * 
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$. 98. 


Vollständige Integration dreier Differenzial-Gleichungen der zweiten Ordnung. 


Bat wir, wie im $96., =aK-+bK, so ist 


1—3Kk? 0« A 2 . ’ 
(1—R)° y;3 — Dez a—0; addirt man hierzu die Gleichung (1.) 


des $. 91., so erhält ze wenn 2=u-+-.« gesetzt wird, die Gleichung 


1—3k? dz Sin COS p 
1. dt tan = 0 


welche eine Differenzial- Gleichung der zweiten Ordnung und deren voll- 
ständiges Integral also s=w-+-«, oder auch 
2. z=argam($) a K-+bK' ist, 


Wir leiten noch zwei dem vorigen ähnliche Resultate her. Nach $. 91. ist 


== 0), 

















] 1—x:? ] 
Aa—R). + z Seh a __ Sau enu 


Setzt man hierin = K, so hat man noch 


; Re 
1—R). Sr —ı. Z+HE=0, 


und wenn man v=%K', also snu=0 und elu=N2i(K'—E‘) setzt, so 
92 (K'—_F Be 2 u A 
( ) o(K 4 K-E= 0, 


erhält man noch (1I—A).—r—+ . 

welche Gleichung mit der im Zusatze zu s 92. = dieselbe ist. 
Multipliciren wir nun die zweite dieser Gleichungen mit a, die dritte mit 
d, und addiren wir dann die drei Gleichungen, so erhalten wir 


„ 0?z , 1i—k? Oz snu enı 
3 1—KR).3: + 2.17 +2 — 2; =(, 
und das vollständige Integral dieser Gleichung ist also 
4. zs= elu+raE+L(K—E') 
Nach dem Zusatze zu $. 92. ist 
aa), ze _ re een) Lu—elu An Meein con ui 0, 


Aufserdem ist noch a—).® Sn 3 —_ IE SE 


0°E 14x? OK 
19.5, —E. le 


Aus diesen drei Gleichungen setzen wir ii Gleichung 


0?z A-+x? k? sn? 
tt nn 


zusammen und ihr vollständiges Integral ist dann 
6. z= u—elu+aE’+b(K—E). 


(Die Fortsetzung folgt im nächsten Bande. ) 


du u 
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22. 


Ueber die Biegung krummer Flächen. 
(Von dem Verfasser des Aufsatzes No.20. in diesem Heft.) 





Die bisher betrachteten Biegungen der Flächen, welche durch gerade 
Linien erzeugt werden, sind keinesweges die einzig möglichen; nur die 
Biegungen der Ebene lassen sich immer durch gerade Linien erzeugen. 
Dagegen stellen folgende Gleichungen eine Biegung der Schraubenfläche 
dar, welche keine geraden Linien enthält (wie leicht zu beweisen ist), 
nemlich: 


1 2 N 2 . 
z=— y(@@+g)eosap, y- _ Y(n’ + g)sinap, 
nz 1 1/fa?n? + (a? —1)g? 
a I, W 2.6 g3 . ) dq- 


a ist eine willkürliche Constante. Diese Formeln geben 


ds = ("+ dp+dg, 
wie oben bei der Schraubenflüche; was hinreicht zu beweisen, dafs sie 


eine Biegung derselben ausdrücken, die übrigens eine Umdrehungsfläche 
ist, wie oflenbar folgt, wenn man g constant setzt. Für g=o erhält 


man ya+y)=r=-; die Axe der Schraubenfläche (welche dem Wer- 


a , 
the Null von g entspr:sht) ist demnach hier in einen Kreis vom Halbmesser 





— gebogen, in welchem sie sich unzählige Male herumwindet. Die Dre- 
hungsaxe (2) geht durch den Mittelpunct dieses Kreises und steht senk- 
recht auf der Ebene desselben; die erzeugende Curve, den geraden Linien 
der Schraubenfläche entsprechend, geht vom Umringe dieses Kreises, in 
welchem sie ihren Scheitel hat, nach beiden Seiten symmetrisch fort. 
Ihre Grund-Eigenschaft wird durch die Gleichung a’r?=n?+ 49°” gegeben, 
wenn man bemerkt, dals 9 den Bogen der Curve, vom Scheitel bis zu dem 
Puncte dessen Abseisse r (= y (2°”+y?)), bedeutet. Für « = 1 ist die Curve 
die Kettenlinie, die Fläche selbst aber ist diejenige sehr bekannte, welche 
eben so wie die Schraubenfläche, die Eigenschaft des kleinsten Inhaltes 
zwischen gegebenen Grenzen besitzt. Nimmt man a<-1, so wird die 





Fläche imaginär, wenn ı>7 1 — j alsdann gilt die Biegung nur für einen 
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Theil der Schraubenfläche; wenn aber «=1 oder >1, gilt sie für das 
Ganze derselben. 

Ueberhaupt ist es eine sehr anziehende, zugleich aber äufserst schwie- 
rige Aufgabe: alle möglichen Biegungen einer gegebenen Fläche darzustel- 
len. Einige lassen sich in gewissen Fällen auf folgende Art finden: 


In dem Ausdrucke des Linear - Elementes kann man immer F = 0) an- 
nehmen, und mithin setzen: d?—=Edp’+Gdg‘. Dazu wird nur erfor- 
dert, dafs alle Curven auf der Fläche, für welche p allein sich ändert, 
diejenigen, für welche g allein veränderlich ist, unter rechten Winkeln 
schneiden. Dieses vorausgesetzt, nehme man für & eine unbestimmte Func- 
tion von p oder von 9; es sei z. B. dz= Qdg, und Q blofs von y ab- 
hängig. Alsdann erhält man de +dy"=Edp’+(G@— O°)dg’. Multi- 
plicirt man mit der Gleichung 1 = cosy’—+ sin” und setzt zur Abkürzung 
yvE=u, vV(@—O’)=v, so folgt de + dy?= (wcosYydp-+rvsiob dyg)’ 
+ (usind dp—vcosydg)’”. Man setze demnach 

de = wucosbdp-+tvsinydg 

dy = —usinddp-+veosydg, 
so lassen sich zuweilen die Functionen Q und % so bestimmen, dafs die 
Werthe von dx und dy NEE werden. Zu diesem Ende muls sein: 





dı 7 dv 
Ti cosy — usinVv. = Zn sin p +ocosy. — 
( 
. Br ei H 12 
zsiny Huosd. = ap cos w v-osiny.- _— 
oder einfacher, was auf dasselbe hinauskommt: 
dw 
A. „= ZRPOT und Fl ul, 
dq dp dp dq 


Soll nun die Bestimmung von % möglich sein, so muls der Bedin- 


FE 
v dgqg u dp 


gung 7 = — Fr durch die Wahl der Function G (in 








— Y(G— 0’)) genügt werden können. Diese Gleichung giebt 
1 d’u 2.20 1 dv du 1 du dv 




















'dg?® u dp? gr v2 "dg'dq u? "dp'dp’ 
oder weil 
or , dG dv — 1 
dp ?dp’ dq vor 7 
„ — 1 Br m ist 
dp? "" ® dp: 4v? "\dp u 
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d?u ai d?G 1 /dG ] 
it ? dp: (7) 











is Se(47 dG 0“ 2) 1 du ,dG 
u Ki dag u? "dp *® ’ 


oder wenn man für ©” seinen re 6 0° setzt und entwickelt: 








du 
Fr Fr = MO’-+N, 
wo 
d’u 1 4G - du dG 
M= 7  Qu:’dp’dp und 
du dG 
N 2 (7 =) +4,08 
M N 
ist. Wenn nun die Ausdrücke —-—- und 7 blofs noch g, nicht aber p 
dq dq 


enthalten, so kann hieraus Q und dann % gefunden werden. 

Unter den Anwendungen, welche vorstehende Bemerkung gestattet, 
will ich nur diejenige auf Umdrehungsflächen hervorheben. Für solche 
kann man setzen: 


z =dPlg.csp y=Ply.snpy s=f(; 


= AERO HFDIIF- 
Hier sind die Größen u=Pg, @=(Py)’+(fg)” unabhängig von p, 
wodurch der obigen Bedingung genügt wird. In der That erhält man 


mithin 


aus den Gleichungen (A.), weil z == 0), 

dı dı ’ Y 

en =(, av E- 0), =Pp I; 

woraus folgt: = -4, G—O0’=a’(P'g). (a ist eine willkürliche Con- 
stante.) Hieraus ergeben sich die Gleichungen: 


2 = aPg).sin(?), y= aPly).cos(?), 


= NW HU-E)P'G).dg, 
welche wieder eine Umdrehungsfläche darstellen, die für @=1 mit der 


vorigen zusammenfällt, für andere Werthe von a aber eine Biegung der- 
selben darstellt. Für die Kugel kann man z.B. setzen Dy = cosg, [4 = 


sing, woraus erhalten wird: 
> P p ne q 2 _® u) r 
7 = c0sg.sin (£.), y=acosg.cos(2), s=/ v(l—a’sıng’).ag. 
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Diese Gleichungen geben für a=1 eine Kugel vom Halbmesser =1; für 
andere Werthe von @ hingegen Biegungen derselben. 

Um Mifsverständnissen vorzubeugen, bemerke ich noch, dals be- 
kanntlich eine in sich geschlossene convexe Fläche als unversehrtes Gan- 
zes, unbiegsam ist. Man muls sich daher, wenn von ihrer Biesung ge- 
sprochen wird, den Zusammenhang in einer gewissen Ausdehnung unter- 
brochen denken, Lälst man z. B. in den hier zunächst vorhergehenden 
Formeln @ einen ächten Bruch bedeuten, so zeigt sich, dafs in der gebo- 
genen Fläche einige Theile der ursprünglichen Kugelfläche auf einander 
fallen. Denn um die ganze gebogene Fläche zu erhalten, braucht man, 
was p betrifft, nur Werthe von O bis 247 anzunehmen, während für die 
Kugel p von O bis 27 fortgeht; der übrige von p=?Tar bis p=?7r 
reichende Kugelstreifen deckt mithin, nach der Biegung, den zwischen 
p=0 und y=?7r (1—.a) entlialtenen Streifen der gebogenen Fläche. 
Dies ergiebt sich, wie man sieht, aus den Formeln von selbst, wenn man 
nur festbält, dals zu demselben Puncte der Fliche, vor und nach der 
Biegung, dieselben Werthe von ? und g gehören. 
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23. 
Aufgaben und Lehrsätze., 


erstere aufzulösen, letziere zu beweisen. 





Fortsetzung der Sätze im vorhergehenden Hefte 8. 278. 
(Yon Hru. Prof. Steiner zu Berlin.) 


1. Wenn von zwei beliebigen (algebraischen oder transcendenten) Gur- 
ven AB, ADB (Fig. 33.) in derselben Ebene die erste auf der anderen, die 
als fest betrachtet wird, roftlt, bis etwa der Punct B mit B zusammen- 
trifft, wo also die Bogen AB und ADB von irgend einer bestimmten, glei- 
chen Lünge sind, aber keiner einen singulären Punct enthalten soll: so 
beschreibt jeder mit der rollenden Curve fest verbunden gedachte Punct P 
irgend ein gemischtliniges Viereck APP, BNX, welches von zwei Geraden 
PX, PD, die den Punct anfangs und am Ende der Bewegung mit den 
respectiven Berührungspuncten A, der Basis verbinden, und von den 
zwei Curvenbogen AB, PP,, (wo PP, der Weg des Puncts P ist) begrenzt 
wird. Der Inhalt dieses Vierecks werde durch #', die Winkel, welche 
die Normalen in den Endpuncten der Bogen AP, AB unter sich bilden, 
durch a@,a bezeichnet; so findet folgendes Gesetz statt: 

„Es giebt allemal einen bestimmten Punct p, welcher unter allen 
das kleinste Viereck App BA = f beschreibt; Puncte P, welche gleich 
weit von p entferni sind, beschreiben Vierecke von gleichem Inhalte F, 
und auch umgekehrt; so dafs also allen Puncten, die in irgend einer 
um p beschriebenen Kreislinie liegen, gleich grofse Viereche entsprechen; 
und zwar ist jedes derselben gerade um einen Seclor des zugehörigen 
Kreises, dessen Centriwinkel der Summe der zwei Winkel a,a gleich ist, 
gröfser als jenes kleinste Viereck. Oder wird der Abstand eines belie- 
bigen Punctes P von dem Puncte p durch r bezeichnet, so ist allgemein: 

F=f+4r(a+0) 

Dieser Satz gestattet zahlreiche Folgerungen. ist der eigenthüm- 
liche Punct » gefunden, so können sofort z. B. auch unter allen Puncten, 
welche in der rollenden Curve selbst liegen, diejenigen bestimmt wer- 
den, deren entsprechende Vierecke ein (relatives) Maximum oder Minimum 
sind: denn dieselben müssen offenbar in den Fufspuneten der aus p auf 

Crelle's Jonrnal d. M. Bd. XVII. Utu 4. 48 
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die Curve gefällten Normalen liegen. Ein Theil der Sätze, welche S. 278 
d. Bds. mitgetheilt worden, sind besondere Fälle des vorstehenden Satzes; 
und ein sehr specieller Fall desselben führt zur Quadratur der verschie- 
denen Cykloiden. 

„Welche charakteristische Eigenschaft hat aber der merkwürdige 
Punct p in Beziehung auf die gegebenen Curven AB, AB? wie wird 
er durch diese bestimmt?” 

2. „Ist AB (Fig. 34.) ein beliebiger Bogen irgend einer ebenen 
Curve, der jedoch keinen singulären Punct enthält, und bewegt sich die ver- 
ünderliche Tangente AC oder AD längs desselben, unter der Bedingung, 
dafs sie stets dem Leitstrahle AP gleich ist, welcher den jedesmaligen 
Berührungspunct mit irgend einem festen Pole P in der Ebene der Curve 
verbindet: so beschreibt die Tangente ein gemischtliniges Viereck ACC, BA 
oder ADD,BA, dessen Inhalt F' gröfser oder kleiner ist, jenachdem der 
Pol P gewählt wird; jedoch haben jedesmal die beiden Vierecke ACC,B, 
ADD,B unter sich gleichen Inhalt. Es giebt allemal einen bestimmten 
Pol p, welchem das kleinste Viereck Acc, B=f entspricht. Auch findet 
die Gleichung statt: 

F=f+1ra 
wo r den Abstand des Pols P von p und a den Winkel zwischen den 
Normalen in den Endpuncten A, B des gegebenen Bogens AB bezeichnet.” 

Der Satz findet auf gleiche Weise statt, wenn die Tangente (AC) 
zu dem entsprechenden Leitstrahle (AP) ein gegebenes oder constantes 
Verhältnifs haben soll, und zwar bleibt der eigenthümliche Pol p der nämliche. 

Von dem vorstehenden Satze mögen folgende specielle Fälle hier 
erwähnt werden: 

«) Es sei die gegebene Curve eine Ellipse; ihre halben Axen seien 
a, %; der Bogen AB sei ihr ganzer Umfang, so dals B und A zusammenfallen, 
a—?r wird und die von dem Endpuncte EC oder c der Tangente be- 
schriebene Curve CC,, oder cc,, sich schliefst und in sich zurückkehrt; der 
von dieser Curve umschlossene ganze Raum heilse F\, oder f} (er besteht 
aus dem obigen Viereck F' und dem Inhalte der Ellipse); so fällt der ei- 
genthümliche Punct p mit dem Mittelpuncteder Ellipse zusammen, und es ist 

hı = (@ +), 
F,=fhit+rr= ("+P’+r)r; 
das heifst: „der Inhalt (fi) der dem Mittelpuncte p der Ellipse ent- 











m 
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sprechenden Curve cc, ist gleich der Summe der zwei Kreisflächen, 
welche die Axen der Ellipse zu Durchmessern haben;” und „der Inhult 
F\, der einem beliebigen Puncte P entsprechenden Curve (CU) ist so grofs 
als drei Kreisflächen, welche beziehlich die halben Axen der Ellipse und 
den Abstand ihres Mittelpunctes von jenem Puncte zu Radien haben 

Liest der Pol P insbesondere in der Kreislinie, welche mit der 
Ellipse concentrisch ist und durch die Brennpuncte derselben geht, so ist 

F, = 2us, 
d. h.: „der Inhalt der ihm entsprechenden Curve CC, ist gerade dop- 
pelt so grofs als die Kreisfläche, welche die grofse Are der Ellipse zum 
Durchmesser hat.” 

ß) Geht die Ellipse in einen Kreis über, so dafs = «, so hat man: 

h=?2wWr, und FM = 2er -+ rn. 

Liegt der Pol P in der Kreislinie selbst, so ist 

FF, ==3a’r, 
d. h., der Inhalt der ihm entsprechenden Curve ist dreimal so grols als 
die Kreisfläche. 

3. „Sind AB, AB (Fig. 35.) gleich lange Bogen zweier beliebigen 
ebenen Curven, wovon jedoch keiner einen singulären Punct enthalten soll, 
und bewegt sich eine veränderliche Tangente IP längs dem Bogen AB, 
unter der Bedingung, dafs sie stels dem Leitstrahle QP gleich ist, wel- 
cher den ihrem Berührungspuncte (D) correspondrenden Punct Q im 
anderen Bogen AB mit irgend einem festen Pole P in der Ebene dieses 
Bogens verbindet, d. h., dafs in jedem Augenblicke DV = QP und A = 
AO ist: so beschreibt die Tangente ein bestimmtes Viereck ALCE,BNA, 
dessen Inhalt F kleiner oder gröfser ist, nachdem der Pol P gewählt 
wird; jedoch bleibt für jeden einzelnen Fall der Inhalt der nämliche, 
wenn die Tangente nach entgegengeselzter Richtung genommen wird, 
nämlich ND statt AS. Es giebt allemal einen bestimmten Pol p, welchem 
das kleinste Viereck Acc, B = f entspricht. Auch findet die Relation statt: 

F=f+t3ra, 
wo a der Winkel zwischen den Normalen in den Endpuncien des ge- 
gebenen Bogens AB und r=Pp ist 

4. Fället man aus einem beliebigen Puncte P in der Ebene irgend 
einer geschlossenen convexen Curve C, die keinen singulären Punct ent- 
hält (eines sogenannten Ovales), Perpendikel auf alle Tangenten derselben, 








372 23. Aufgaben und Lehrsätze, 


so liegen die Fulspuncte in irgend einer neuen, in sich zurückkehrenden 
Curve, die allemal irgend einen bestimmten endlichen Inhalt = F haben 
wird, und welche „Fufspuneten- Curve” des Puncts P in Bezug auf die 
gegebene Curve € heilsen mag. 

„Sind in einer Ebene n beliebige Curven C,, Ü;, .... C,, von der 
eben genannten Art, in beliebiger Lage gegeben, so giebt es allemal einen 
bestimmten Punct p, der die Eigenschaft besitzt, dafs die Summe der In- 
halte der ihm entsprechenden Fufspuncten-Curven, h ++ ...- = 
ein Minimum ist. Für irgend einen anderen Punct, — wenn die Summe 
der Inhalte der ihm entsprechenden Fufspuncten-Curven, d.i. F, + 
F,-+....+F,, durch S und sein Abstand von p durch r bezeichnet 
wird, — hat man: 

S=s+t!nrr) 

5. „Unter allen Fufspuncten- Curven, in Bezug auf eine gegebene 
Hyperbel, hat diejenige ihres Mittelpuncts p den kleinsten Inhalt = fi 
Diese Fulspuncten-Curve JKLM (Fig. 36.) hat ungefähr gleiche Form 
wie die Lemniscate, in welche sie in der That übergeht, wenn die Hy- 
perbel gleichseitig ist; der Punet p ist ein Durchschnitts- und zugleich 
ein zweifacher Wendungspunct derselben. Es seien A, B die Brennpuncte 
nnd €, D die Scheitel der Hauptaxe der Hyperbel. Ueber den Durchmes- 
sern Ap, pB und CD beschreibe man Kreise: so entstehen zwei krumm- 
linige Dreiecke pEF, pGH, oder x, x,, deren Summe gerade dem Inhalte 
/ der Curve IKLM gleich ist, so das e+2z,=22=f, und auch, da die 
beiden Schleifen der Curve einander gleich sind, »=IM=KL=14f. 
Auch ist jeder Seetor der Curve, aus ihrem Mittelpuncte » genommen, 
einem bestimmten ceorrespondirenden Abschnitte von einem der beiden 
Dreiecke x, x, gleich. 

Der Inhalt F' der Fulspuneten-Curve eines beliebigen Punctes P 


(Fig. 37.), in Bezug auf die Hyperbel, kann — wenn er im gehörigen Sinne 
genommen wird — unter andern wie folgt dargestellt werden. Es seien 


R\V, SU die Asymptoten der Hyperbel. Ueber Pp, als Durchmesser, sei 
der Kreis NPO und mit Pp um p der Kreis OPT beschrieben; ferner 
sei @T die Tangente des ersten Kreises im Puncte p: so entstehen die 
zwei Paar Räume % und z, y, und £,, deren Grenzen sichtbar sind (näm- 
lich sie sind gemischtlinige Dreiecke und Vierecke). Nun ist entweder 


. F=f+2y+2z = 2aty+o), 
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oder 

IL. = Ir + 2yı + 23,5 
nachdem nämlich P in einem äulsern oder inneren (wirklichen) Asympto- 
ten- Winkel liegt, d. h. nachdem beziehlich die Hyperbel in den Winkeln 
RpU und SpV, oder RpS und UpV liegt. Es sind besondere Fälle 
möglich, wo die Form der Räume %, 2, %ı, 2%, etwas modifieirt wird. 

„Soll der Inhalt FE der Fufspuncten-Curve constant sein, so ist 
der Ort des Punets P eine Ellipse, deren Axen auf die Axen der Hy- 
perbel fallen, so dafs beide concentrisch sind, und zwar fällt die grofse 
Are der Ellipse auf die zweite Are der Hyperbel. Alle Orts- Ellipsen, 
welche auf diese Weise statt finden, wenn der Inhalt F der Fufspuncten- 
Curve gröfser oder kleiner angenommen wird, sind einander ähnlich; also 
ist das Verhältnifs ihrer halben Axen a,, b, constant, und zwar ist: 

a:b = 2a’ HH f: la — f= al" +) Fabia +0) — ab, 
wo a, b die halben Axen der Hyperbel (beide reell genommen) sind, und 
wo a der Winkel ist, welchen die zweite Axe (b) der Hyperbel mit einer 
Asymptote bildet, oder = arc(tang =2) — Ist die Hyperbel gleichsei- 
tig, so hat man: 

ab, =#+2:7—2. 
Die Gleichung der Ellipse, in Bezug auf ihre Axen, ist im All. 
gemeinen: 
Ya Hab) - (a —al) = (F—f)c, 
wo ®—=.a°+5?; und für den besonderen Fall, wo die gegebene Hyper«- 
bel gleichseitig ist: | 
Far tree—y = 4lF—u)). 

6. Fället man aus irgend einem Puncte P in der Axe einer ge= 
sebenen Parabel auf alle Tangenten der letzteren Perpendikel, so entsteht 
eine Fulspuncten-Curve, welche eine zu der Axe senkrechte Asymptote 
(und P zum singulären Puncte) hat. Der ganze Inhalt dieser Fulspuncten- 
Curve ist unendlich grofs. (Beliebige Sectoren derselben, aus dem Pole P, 
sind leicht zu bestimmen.) Dagegen ist der Raum, weichen die Curve mit 
ihrer Asymptote einschliefst, von bestimmter endlicher Gröfse. Bezeichnet 
man denselben durch F', und den Abstand des Brennpuncts 3 der Para- 
bel vom Scheitel A derselben durch « und die Entfernung des Punctes 


P von B durch ?r, so ist: 
F = r(laFr)m, 
Crelles Journal d. M. B2,XYIIT. HR.4. 49 
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wo das untere Zeichen (+) zunehmen ist, wenn P innerhalb der Parabel, 
und zwar jenseits D liegt. Liegt P diesseits B, und namentlich aufserhalb 
der Parabel, so schneidet sich die Fufspuncten-Curve in P selbst und bil- 
det eine Schleife, deren Fläche = 8, in dem Raume #' mit inbegriffen, 
jedoch als negativ genommen ist; d. h. in diesem Falle ist # die Diffe- 
renz zwischen dem Raume T', der von der Asymptote und den beiden 
Armen der Curve, welche von P aus nach entgegengesetzten Richtungen 
neben jener ins Unendliche fortlaufen, eingeschlossen wird und der g0- 
nannten Schleife S’; so dafs also 
F= T—S = r(la—e). 

Die Räume S und 7 lassen sich aber auch einzeln angeben; näm- 

lich es ist: 


N 


S (2 +a)y(a?z—a)— z(la—r).2o, 

T = (2 + a)y(a(22— a) — ze la—x)(# — 2a), 
und mithin ist der ganze, von der Curve und Asymptote begrenzte Raum A, 
wenn beide Theile absolut genommen werden: 


R= Xc+a)y(a22— a) +zQa— 2) — 4a), 


Ic 
wo & = arc |tang = Y(= _— 1) )|- 


Wenn insbesondere 2 =a, also P in der Leitlinie der Parabel 
liegt, so ist «= }z und die vier Formeln reduciren sich auf folgende: 
F=ru; R= 4a; 
S=2«@—Iizd; T= 2a +lıme. 
Wenn ferner x = 2a (also PB oder 2x dem Parameter der Para- 
bet gleich ist), so ist «= 47 und die Formeln sind: 
F=0; R= 6uy3; ST = 34/3. 
Wird der Punct P in der Ebene der Parabel beliebig angenommen, 
so hat die ihm zugehörige Fulspuncten-Curve immer eine zur Axe der 
Parabel senkrechte Asymptote, deren Abstand von P constant ist. 


I 


„Welche Ausdrücke erhält man in diesem Falle für die Flächen- 
räume F, 8, T? und welches ist der Ort des Puncts P, wenn einer 
dieser Räume constant sein soll?” 

7. „Wenn eine gegebene Ellipse E auf irgend einer geschlosse- 
nen convexen Curve EC von gleichem Umfange, die keinen singulären 
Punct, aber einen Mittelpunct hat, rollt, bis sie wieder in ihre ursprüng- 
liche Lage zurückkehrt: so beschreibt ihr Brennpunct B wügend eine in 
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sich zurückkehrende Curve [B], deren Länge constant ist, d. h.: die 
Basis C mag unter den vorausgesetzten Bedingungen sein, welche man 
will, und @n welchen Puncten die Curven E und C einander anfänglich 
berühren mögen — die Curve [B] hat immer dieselbe bestimmte Länge; 
nämlich sie ist allemal dem Umfange des Kreises gleich, welcher die grofse 
Are = 2a der Ellipse zum Radius hat; also ist stets 

[B] = 4uar) 





( Von Herra Dr. Stern zu Göttingen.) 


1. In den mir bekannten Lehrbüchern über Combinationslehre 

fehlt folgender einfache Satz, von dem sich mancherlei Anwendungen ma- 
pP - “ 

chen lassen. Bezeichnet C’(n) die pte Classe der Combinationen mit Wie- 


pP ° . 
derholungen aus 2 Elementen, (C‘(n) dasselbe für die Combinationen ohne 
Wiederholungen , so ist 


C (n) = Cn) © (n) — Cn) © (m) > C (n) © ()...H C(n). 


2. Ist ? eine Primzahl von der Form 4n +3, und bezeichnet man 


2a r m 
durch 2 cotanga. die Summe der Werthe, welche man erhält, wenn 





man allmälig statt @ alle quadratischen Reste der Zahl p substituirt, so ist 
0 
= yp. 


3. Bezeichnet man durch P cotang 360° das Product der Werthe, 


welche man erhält, wenn man statt @ alle quadratische Reste der Prim- 
zahl py=4n-+-3 substituirt, so hat man 





3 cotang a. nu 


1 
pP t be 360° = [) 
cotang — v5 





4. Ist p eine Primzahl von der Form Sr-+1, also p= «+, 


so hat man bekamntlich, wenn @ eine ungerade Zahl ist, 
An....2nt1 





Tas "7 -n ur cd 
Man hat aber auch 
+2 = an i er (mod. p); 





und zwar mufs das positive Zeichen genommen werden, wenn 
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a=4m-+1, b=8r, n=2s, 
a=4m-+1, b=8r+44, =2s-+1, 
a=4m-3, b=8r, n=2s+1, 


a—=4m-+t3, b=8r+4, n=2s; 
in den entgegengesetzten Fällen mufs das negative Zeichen genommen 
werden. 





Formule generale d’integration ind&finie, 
(Par Mr, Hill, prof. a Lund.) 
Soit Yx une fonction quelconque, qui se developpe sous la forme 
ac ta” +meraX+...+0,2" + ...., et supposons que l’&qua- 
tion Yze=y donne z=:yy, et que le terme ind@pendant de x de la 


52) 








fonction og, Sit U; nous aurons Tintögrale ind£finie 
da 
J: FR? un log (Ku) nn const. 


Druckfehler im 16. Bande. 





Pag. 196 lin.23 pro: redeatur, lezas: reddatur 
— 26 - venit, - -  venimus 
— 285 - proporfionales, - - proporlionalii 
— 30 - _ terliae, .. dern 


. ® L 
- INVERILIUYS 


— 34 - _ inveniendas, 
— 39 -  smmmam, 


- summum 
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